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Abstract 

Let A" be a mixed characteristic complete discrete valuation field with perfect residue field k. Let be a variety 
over k, Y be an open of X, Y' be an open of Y dense in X. We extend Kedlaya's full faithfulness theorem as follows 
(we do not suppose Y to be smooth): the canonical functor F-Isoc' {Y,X/K) F-Isoc' {Y,Y /K) is fully faithfull. 

Suppose now Y smooth. We construct the category of partially overcoherent isocrystals over {Y,X) denoted by 
Isoc'^ {Y,X/K) whose objects are some particular arithmetic D-modules. Furthermore, we check the equivalence of 
categories spf^Y.X).+ ■ Isoc'' {Y,X/K) '^Isoc'''\Y,X/K). 

Resume 

Soit V un anneau de valuation discrete complet d'inegales caracteristiques (0,p), de corps residuel parfait k, de 
corps des fractions K. Soient X une variete sur k, Y un ouvert de X, Y' un ouvert de Y dense dans X. Nous prolongeons 
le theoreme de pleine fidelite de Kedlaya de la maniere suivante (en effet, nous ne supposons pas Y lisse) : le foncteur 
canonique F-Isoc' {Y,X/K) F-Isoc' {Y.Y /K) est pleinement fidele. 

Supposons a present Y lisse. Nous construisons la categorie Isoc' ' {Y,X/K) des isocristaux partiellement surco- 
herents sur (Y.X) dont les objets sont certains D-modules arithmetiques. De plus, nous verifions I'equivalence de 
categories spjyjfj + : lsoc^Y,X/K) = Isoc^''' {Y,X/K). 
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Introduction 

Soit V un anneau de valuation discrete complet d'inegales caracteristiques (0,p), de corps residuel parfait k, de 
corps des fractions K. Soient T un V-schema formel separe et lisse, P sa fibre speciale, T un diviseur de P, X un sous- 
schema ferme dePetY :=X\T. On note alors {F-)lsoc^ {Y,X /K) la categorie des (F-)isocristaux sur F surconvergents 
le long deX\Y (voir le livre iLS07.l ou [Ber96aJ). Lorsque X est propre, cette categorie se note (F-)Isoc^(F//r) car 
elle ne depend pas, a isomorphisme canonique pres, du choix de X. 

Lorsque X est lisse, nous avons construit dans ||Car09al un foncteur pleinement fidele note spx^y t + (lorsque le 
diviseur T est vide, on ne I'indique pas) de la categorie {F-)Isoc\Y ,X / K) dans celle des (F-)'Dy (^r)Q-modules co- 
herents £ a support dans X. On note (F-)Isoc^^ (CP, T,X/K) cette image essentielle. La categorie (F-)isoc"(T,r,x//:) 
est stable par le foncteur dual 'DJp(^r)Q-lineaire note Dr et, d'apres IICar06al 6.1.4], un objet £ de (F-)Isoc^^(3', T,X/K) 
est Dy (^r)Q-surcoherent (en gros, un module coherent est surcoherent si sa coherence est preservee par image inverse 
extraordinaire : voir la definition de iCar04l ou sa caracterisation [CarOS D . 

Lorsque Y est Usse (mais X quelconque), la construction de la categorie {F-)lsoc'^'^{?J,X/K) des (f -)isocristaux 
partiellement surcoherents sur {Y,X) ( ou sur (CP, T,X/K) si on veut preciser les choix faits) se generalise (voir la de- 
finition ||Car06a , 6.2.1]) de la maniere suivante : les objets de (F-)Isoc^^(CP, T,X /K) sont les (F-jDy (^r)Q-modules 
coherents £ a support dans X tels que £ et D7'(£) soient DJ, (^r)Q-surcoherents, £|il soit dans I'image essentielle 
de spy^j^ _|_ (cela a un sens car Y est lisse). Lorsque 7 est propre, nous avons verifie en nous ramenant par recolle- 
ment au cas oil Y est affine et lisse (voir ||Car07l 1.3.6 et 2.3.1]) I'equivalence de categories spy_|_ : 
F-\?.oc^'^{yj,X/K). Dans ce papier, nous etendons cette equivalence au cas general sans structure de Frobenius. 
Comme d'habitude, I'idee de la preuve est de se ramener grace au theoreme de desingularisation de de Jong (voir 
MBer97| ) au cas oti X est lisse via un theoreme de descente. Neanmoins, comme le theoreme de pleine fidelite de Ked- 
laya du foncteur restriction F-Isoc"'' {Y,X/K) F-lsoc"^ {Y, Y /K) (voir |.Ked08. 4.2. 1 ] ou |,Ked04J ) est, si on enleve les 
structures de Frobenius, une conjecture et comme ce theoreme est a la base des resultats de finitude de MCar06all ou 
IICar07l (plus precisement, voir la preuve de ||Car06a| 6.3. 1]), I'obtention de cette extension necessite un nouvel angle 
d'approche. Cette approche est expliquee plus precisement dans la description des chapitres ci-dessous. 

Voici plus precisement le contenu de ce travail. 

Nous etudions dans une premieme partie la notion d'holonomie sans structure de Frobenius. Supposons dans ce 
paragraphe P integre. Soit £ un ^-module coherent. Nous definissons la dimension et la codimension de £. Ces 
definitions coincident a celles de Berthelot lorsque £ est muni d'une structure de Frobenius. L'inegalite de Bernstein 
reste vraie sans structure de Frobenius : si £ est non nul alors dim(£) > dimP (ce qui equivaut a codim(£) < dimP). 
Comme d'habitude, £ est par definition holonome si codim(£) > dimP. On en deduit alors, pour tout / > dimX, 
£xf' I- (£, 2)t o) ~ ^ (voir |1.2.6] l. Le « critere homologique d'holonomie » de Virrion (voir IVirOOII ) reste valable : £ 

est holonome si et seulement si, pour tout / / dimP, Ext' ^ (£,'Dm o) — (11.2.8b . Puis nous etablissons la version 
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sans structure de Frobenius de IICar06bl 2.2.12] (c'est d'ailleurs la premiere etape pour devisser en isocristaux surcon- 
vergents) : si pour tout point ferme x de P, i* (£) est un /T-espace vectoriel de dimension finie, il existe alors un diviseur 
r de X tel que (^r)(£) soit un isocristal surconvergent le long de T (voir |1.3.7l ). On en deduit le « critere surcoherent 
d'holonomie » (qui generalise ||Car09bl 2] a la situation sans structure de Frobenius) : si les espaces de cohomologie 
de D(£) sont a fibres extraordinaires finies (e.g., si D(£) est DJ, ^-surcoherent), alors £ est holonome (voir |1.3.8] l. 

Soient a : X'''' ^ X un morphisme propre, surjectif, generiquement etale de A:-varietes integres, Y un ouvert dense 
de X, Y un ouvert dense de Y, j : Y ^ X I'immersion ouverte correspondante, Y^^^ :— a^'(y), F^"' :— a^'(y). On 
suppose Y et Y^^^ lisses. On dispose alors du foncteur canonique pleinement fidele : 

(*) {a*,T) : W(y,x//:) ^isoct(y(o),xW//:) Xj^„^.(p,o,j„o)/^)isoc^(r,x//:). 

En effet, puisque Y est lisse, cela resulte du theoreme de pleine fidelite du foncteur extension canonique : Isoc ' {Y,X/K) 
lsoc^Y,X/K) (voir ITsu02l 4.1.1], OKed07l 5.2.1] ou encore IITsu09l pour la version la plus generale). Dans la se- 
conde partie, on etend de plus le theoreme f KedOSI 4.2.1] ou IIKed04l de Kedlaya au cas oil Y est non necessairement 
lisse, i.e., le foncteur canonique F-lsoc^ {Y,X /K) F-lsoc^(Y,Y/K) est pleinement fidele (voir l2.2.TT i. L'idee est de 
se ramener au cas lisse via le theoreme de descente propre de Shiho (voir IIShi07l 7.3]). 

Abordons a present le troisieme chapitre. Afin d'etablir I'equivalence entre isocristaux surconvergents sur {Y,X) 
et isocristaux surcoherents sur {Y,X), l'idee est d'obtenir I'analogue du foncteur {*). On verifiera cet analogue dans 
cette partie dans le contexte suivant : supposons en outre X'^^^ lisse et qu'il existe T un V-schema formel separe et 
lisse, P sa fibre speciale, T etT deux diviseurs de P tels que X soit un sous-schema ferme de P, Y = X \ T , Y ~ X \ T ; 
de meme en ajoutant des exposants (0). De plus, on suppose qu'il existe un morphisme propre et lisse / : CP'"' CP 
prolongeant a tel que r'"' = f^^{T), T^^^^ = f^^{T), le morphisme F^"' — ^ Y induit par a soit fini et etale (on obtient 
ainsi un diagramme de la forme 1374.0. 11 1. D'apres [3.5.7l le foncteur canonique 

{**) Cf)) : isoc*(T,r,x//:) ^isoc*(a'(o),r(o),xW//:) x^^^^,^^^oijw^xw/K)^soc*{y,f,x/K), 

oil Isoc* est une categorie ad hoc disposant d'un foncteur image inverse (voir l3.1.7.2b et qui s'averera egale a Isoc^^ 
(voir |3.5.9] l, est un foncteur pleinement fidele. On donne de plus une description de F image essentielle de ce foncteur 
(**) grace au critere surcoherent d'holonomie et au resultat sur la dimension cohomologique des D J, q -modules 
coherents etablis dans le premier chapitre. 

Dans la quatrieme partie, on verifie I'equivalence de categories notee spj^^y j ^ : Isoc^ (Y,X/K) ^ Isoc^^ (CP, T,X/K) 
(voir le theoreme |4.2.2| l. La preuve est grosso modo la suivante : grace au cas deja connu oil X est lisse (voir ||Car09al ), 
grace aux foncteurs pleinement fideles (*) et (**) ci-dessus et au theoreme de desingularisation de de Jong, on se ra- 
mene au cas oil il existe une desingularisation finie et etale en dehors du diviseur T (i.e., avec les notations precedentes, 
on peut supposer T = T). Ce cas est traite de la maniere suivante (pour plus de details, voir la preuve de l4.1.2l l. D'un 
cote, on dispose du theoreme de descente de Shiho pour les isocristaux partiellement surconvergent. De 1' autre cote, on 
etablit I'analogue pour les isocristaux partiellement surcoherents dans le contexte de la desingularisation finie et etale 
en dehors du diviseur T (techniquement, celui-ci permet de definir des images directes d' isocristaux surcoherents) : la 
donnee d'un isocristal surcoherent sur muni d'une donnee de descente est equivalente a celle d'un isocristal 

surcoherent sur {Y^X) (voir l3.2.7T i. Ces deux theoremes de descente nous permettent alors d'obtenir I'equivalence de 
categories par sp^^y ^ ^. 

Dans une cinquieme partie, nous verifions que la categorie Isoc^' (!P,r,X//r) ne depend canoniquement que de 
(Y^X /K) (les equivalences de categories sont explicites). On la note alors Isoc^' {Y^X /K). Lorsque X est propre, elle 
ne depend pas d'un tel choix de X et se note ls,oc^^ {Y / K) . 

Enfin, dans une derniere partie, on etablit que le foncteur explicite spj, ^ construit a la main dans IICar06al lorsque 
Y est une ^-variete affine induit une equivalence de categories spj,^ : l&oc^iY /K) = lsoc^^(y/A'), ce qui etend le 
cas deja connu oil Ton disposait d'une structure de Frobenius (voir IICar07l ). Cette equivalence de categories sans 
structure de Frobenius permet d'eviter les problemes de compatibilite a Frobenius. Par exemple, cette equivalence 
spy^ sera concretement utilisee dans la verification de I'egalite entre holonomie et surholonomie pour les varietes 
quasi-projectives dans IICar09cl . Enfin, on obtient la notion de devissage en isocristaux partiellement surconvergents. 
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Notations et rappels 

• On designe par V un anneau de valuation discrete complet d'inegale caracteristique {Q,p) de corps residuel 
parfait k, de corps des fractions K. Soit K une uniformisante de V. On fixe 5 > 1 un entier naturel et F designe la 
puissance .s-ieme de I'endomorphisme de Frobenius. 

• Les V-schemas formels (resp. les V-schemas formels faibles, resp. les A;-varietes) seront notes via des lettres 
calligraphique ou gothiques (resp. des lettres droites surmontes du symbole t, resp. des lettres droites). Les fibres 
speciales des V-schemas formels lisses seront designees par les lettres droites correspondantes. Les V-schemas formels 
deduits par completion p-adique d'un V-schema formel faible seront notes par la lettre calligraphique ou gothique 
correspondante, e.g., si un V-schemas formels faible, on pose T et f := 'J'(^vk. De plus, si u est un morphisme 
de V-schemas formels lisses, le morphisme induit au niveau des fibres speciales sera note mq ou par abus de notations 

M. 

• Les modules sont par defaut a gauche. 

• En general, dans les notations qui font intervenir un diviseur (note par defaut T), lorsque celui-ci est vide, on 
omet alors de I'indiquer. 

• Nous reprenons les notations usuelles concernant les operations cohomologiques de la theorie des ©-modules 
arithmetiques (voir [Ber02|| et IICar09bl 1]) : soit / : T' ^ T un morphisme de V-schemas formels lisses. Le foncteur 
image inverse extraordinaire par / est note /■. Le foncteur image directe par / est note /+. 

Soit X un sous-schema ferme de P. On notera par MF^ le foncteur cohomologique local defini dans IICar04l 2] 
(conjecturalement egal a celui defini par Berthelot dans |Ber02 1). On note (^X) le foncteur localisation en dehors de X 
(voir ICar04l 2]). Rappelons que ces deux foncteurs commutent canoniquement aux images directes et images inverses 
extraordinaires. 

Soit T un diviseur de P. Le foncteur D7 designe le foncteur dual 'Dj,(^r)Q-lineaire au sens de Virrion (voir 
BVirOOII ). Rappelons que le foncteur Dj- preserve la Dy (^r)Q-coherence (et la perfection) car le faisceau (^r)Q est 
coherent et de dimension cohomologique finie (voir IINH07II ). 

1 Holonomie sans structure de Frobenius et criteres d'holonomie 

Nous verifions dans cette section que la notion d'holonomie s'etend de fagon naturelle sans structure de Frobenius. 
Cette section sera utilisee via lL2.6l et lL3.7l pour valider le theoreme l3.5.7l (ou plutot le lemme [3!5.2l ). Dans ce chapitre, 
X sera un V-schema formel lisse. 

1.1 Preliminaire sur les varietes caracteristiques de niveau m 

On suppose X integre. 

Notations 1.1.1. Soit un D^^Q-module coherent. 

• D'apres IIBer02l 5.2.5], on lui associe de maniere canonique une variete caracteristique notee Car''"' 
Notons F"' la puissance m-ieme de I'endomorphisme de Frobenius X ^X. Posons gC '") := (F'")^2)^^L ®-(m) E^"'\ 
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D'apres IIBer02l 2.1.4.1], £("■'") est un D^'Q-module coherent induisant I'isomorphisme canonique f'"*(£(''>'")) 

gf'"^ ou et F'"* le foncteur image inverse par F". Via [BerO?, 5.2.2.1], on identifiera Car(°)(£(o^")) avec Car*'") (£<'")) 
(en effet, si on choisit un modele sans /^-torsion de £(" '«) alors son image par F'"* donne un modele sans p-torsion de 

£('")). 

• La « dimension de niveau m de £*'") » est definie en posant 

dim('")(£W) :=dimCar('")(£('")). La « codimension 
de niveaumde £<"') » est definie en posant codim('")(£W) — 2 dimX - dim*'") (£(">). 

S'il n'y a pas d'ambiguite sur le niveau (e.g. il se peut a priori qu'un ©^"q^^ -module coherent soit aussi un ©^"q- 
module coherent), nous noterons plus simplement dim(£'™)) et codim(£''")). De plus, on dispose des encadrements 
< dim(£(")) < 2dimX et < codim(£("')) < 2dimX. 

• Avec I'equivalence de categories canonique entre 2)|^"Q-modules a gauche coherents et 2) -modules a droite 
coherents induit par le foncteur — (g)o^ co^ (on rappelle que co^e := A'^'^Q.^/v)^ on obtient des constructions et defini- 
tions analogues pour les modules a droite. 

1.1.2. D'apres IIBer02l 3.1.3.(ii)], si X est affine alors la dimension homologique de r(X, D^''^) est comprise entre 
dimX et 2dimX. 

Proposition 1.1.3. Soit £''"' un "D^^^q-module coherent. Alors : 

1. codimW(£;cf';^^j (£('"), S^'q)) >/,poMrfoMf/>0. 

2. £xf'l(„) (£("^1)^1) =0,poMrfoMf !<codim('") (£(")). 



Demonstration. On precede de maniere analogue a OVirOOl III.2.4] : soit £("■'") := (f q ^tsI-") D'apres 



Virrion (voir BVirOOl II. 3]), on dispose de I'isomorphisme canonique 

Modulo r identification IIBer02l 5.2.2. 1], il en resulte que Car'") (£jcf'l ,„) (£("■"') , 5^° q)) et Car*") (£jcf'l ,,„, (£<'") , I)^"q)) 

sont isomorphes. Grace a HVirOOl III. 2. 3. (i)], il en resulte[T] 

De plus, comme Cai-(°) (£("''«)) = Car*'") (£<'")), alors codim(£(''''")) = codim(£('")). D'apres llWOOl III.2.3.(ii)], 

on en deduit que £jcf'l (,„, (£('") , S^^^q) = pour tout / < codim*'"' (£). □ 

Proposition 1.1.4. Soit £("''' un D^^^q-module coherent non nul. Alors : 

codim('")(£('«))=min(/|£xf' „, (£('«), ©^"^q) ^ oj . (1.1.4.1) 

Demonstration. II s'agit de reprendre BVirOOl III. 3. 4-5] en remplagant par 'D^'"^ et (grace a 1 1.1.21 1 dimX par 
2dimX. Pour la commodite du lecteur, voici les grandes lignes de la preuve : posons k := codim*^™' (£''"'). Grace a 
I'isomorphisme de bidualite, on dispose de la suite spectrale 

^•^■ = £xr' („, (£xg„, (£('"), S^":)q),D^";12)^£^ = J{'+^-(£("')). 

D'apres fl. 1.3121 E'-j ' —0 pour / < k. Par I'absurde, supposons E2 = 0. En outre, via ll.l.3fn codim(£'2 ') >k+l 
pour i>k+l. Comme la filtration de £ induite par la suite spectrale est finie, on obtient alors : codim( £ '^™) ) > A: + 1 , 
ce qui est absurde. □ 

Corollaire 1.1.5. Soit £'"''' un V^^^L-module coherent. Pour m' > m, posons £'"' := 2)^'q ®-(m) £''"'. On dispose 
de /'/negflZ/fecodimt'"'' (£('"')) > codim*'"' (£<'«)). 



5 



Demonstration. Si £^"''' = alors Fassertion est immediate. Supposons done £^"''^ ^ 0. Comme I'extension D^q 
est plate, pour tout / < codim*"* on obtient : 

0-Pw'' (pint) 'B*'") \6ii , , T)*'"') ^ Frf' fF*'"') ■D*"''h 

D'oil le resultat via l 1.1. 41 □ 

Remarques 1.1.6. Avec les notations de ll. 1.51 d'apres des contre-exemples de Berthelot et de Abe, il n'existe pas 
d' inclusion entre les varietes caracteristiques de respectivement £^'"' et £^™ ^. 

1.2 Inegalite de Bernstein, holonomie et son critere homologique 

Pour simplifier I'expose, supposons X integre (voir aussi la remarque |1.2.9l ). 

Notations 1.2.1. • Soit £ un 2)^ Q-module coherent. Par commodite notons niv(£) le plus petit entier m > tel qu'il 
existe un ©^^''^-module coherent £'^'"' et un isomorphisme 2)^ Q-lineaire de la forme 2)^ ^ ®g(m) £''"' £• D'apres 

IIBer96 bl 3.6.2], cet entier est bien defini. De plus, pour tout entier m > niv(£), un tel ©^"Q-module coherent ne depend, 
a isomorphisme non canonique pres, que du niveau m choisi. On le notera £('"' . On definit alors, a isomorphisme non 
canonique pres, la variete caracteristique de niveau m associee a £ en posant Car'™' (£) Car*-'"' (£''"'). 

• La « dimension de niveau m de £ » est definie en posant dim("')(£) :=dimCar("''(£). Ilresulte delTTSlque, pour 
tous m'>m> niv(£), on a dim("')(£) > dim('"')(£). 

• On note dim(£) le minimum des dim'^™'(£), i.e., la limite de la suite stationnaire (dim (£))„,>niv(-£). On pose 
aussi codim(£) := 2dimX — dim(£). 

Remarques 1.2.2. Avec les notations de ll. 2. II si £ est un Q-module coherent muni d'une structure de Frobenius, 

pour tout niveau m (assez grand si p = 2), les varietes caracteristiques Car''"' (£) ne dependent pas du niveau m et sont 
egales a la variete caracteristique definie par Berthelot (voir ||Ber02| 5.2.7]). 

Etendons d'abord via les deux propositions suivantes les resultats de la section precedente : 
Proposition 1.2.3. Soit £ un ^-module coherent. Alors, pour tout m > niv(£), on a : 

1. codim'™' (£xf ' (£, „)) > /, pour tout i > 0. 

2. £xf' .f (£,2)^ o) = 0, pour tout i < codim*"'' (£). 



D 



X.Q 



Demonstration. Comme I'extension 2)j^q 2)^ q est plate (voir ||Ber96bl ), comme le foncteur dual commute aux 
extensions (voir MVirOOl 1.4]), on obtient le second isomorphisme : 

£xg. (£,2)^Q)-^£xg. (2)^Q®^H £('"),2)^ )^£xfl^,,„, (£W,Djij)®^,„,) 2)^,Q. (1.2.3.1) 

D'apres [l.l.3l il en resulte que £xf ' ^ (£, T)'^ q) — ^ pour tout / < codim*^™' (£). Par definition des varietes caracte- 

ristiques de niveau m, l'isomorphismelLZ3JJse traduitpar Car''"' (£xf' , (£, 2)^ q)) = Car''"' (£xf '1 (£('"' , T>Pq,)). 
D'apres ri.1.31 il en resulte alors [T] □ 
Proposition 1.2.4. Soit £ un 2)^ ^-module coherent non nul. Alors : 

codim(£) =min|/|£xf^. (£,2)^ „) 7^ 1 . (1.2.4.1) 
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Demonstration. II suffit d'utiliser [1.1.4l et les isomorphismes [l.2.3.1l □ 
Theoreme 1.2.5 (Inegalite de Bernstein). Pour tout 2)^ ^-module coherent £ non nul, on a 

dimCar('")(£'"') > dim(£) > dimX. (1.2.5.1) 

Demonstration. La premiere inegalite est deja connue. II reste a verifier dim(£) > dimX. La preuve est identique a 
celle de [Ber02, 5.3.4]. Pour la commodite du lecteur, nous donnons neanmoins ici ses grandes lignes : comme X 
est somme de ses composantes irreductibles, on peut supposer X integre. On procede alors a une recurrence sur la 
dimension de X. Supposons que le support de £ soit X. Soit £('"^ un ©^"^-module coherent sans p-torsion tel que 
bI^'q ®ff^(m) £^"''' — > £'"'). Alors le support de gr(£''"'/7t£('"^) contient X et I'inegalite est verifiee. Sinon, le support 

Z de £ est un ferme de dimension strictement plus petite a celle de X. Quitte a changer X par un ouvert affine U tel que 
ZfMJ soit lisse et dense dans Z, on peut supposer Z lisse et que Z C X se releve en une immersion fermee m : Z ^ X 
de V-schemas formels lisses. Comme £^"'' est a support dans Z, d'apres f Ber02| 5.3.2], quitte a augmenter m, il existe 
un 5^"Lmodule coherent 3^('«) tel que m5"^(?'('")) ^ £<'"). On pose £("■'") := {F"'Y%f^ £("' et j'"-'"' 

' '"x.Q 

3^('") Soit J^C'"') unS^'-module coherent sans />torsion tel que S^l (g) ~ (o) S^e*^™) 3^('^-"').On 
^x,Q Ex- 
pose 3^(''^™) :— D^' ® ~(o) S^C*'™). Comme dans le cas classique (voir ce qui suit IIBer02l 5.3.3]), on verifie la formule 

'"x 

Car(°)(M*°'( jC''"))) = v(^-iCar('')(^(''^"'))), ou T*Z ^Zxx T*X T*X sont les applications canoniques. Comme 
j^(0)^fjr(o,m)^ donne un modele sans p-torsion de £("■'"), on conclut alors par hypothese de recurrence en remarquant 
que q est plat et v est une immersion fermee. □ 

Theoreme 1.2.6. Soit £ un CD^ ^-module coherent. Alors, pour tout i > dimX, 



Ext', (£,2)I,,q)-0. 



Demonstration. Par I'absurde, supposons qu'il existe / > dimX tel que Ext' , (£,2)^ ^ 0. L'inegalite de Bernstein 
se traduit par codim*"') {Ext' , (£, „)) < dimX, ce qui contreditlOM] □ 



Definition 1.2.7. Soit £ un ^-module coherent. On dit que £ est holonome si codim(£) > dimX. 

Proposition 1.2.8. Soit E un ^-module coherent. Alors E est holonome si et seulement si, pour tout i ^ 0, 

Ext' (£,2)Je,Q)[dimX]=0. 

"xM 

Demonstration. Cela se verifie comme IVirOOl III.4.21 en utilisant ll.2.4] et de ll. 231 □ 

Remarques 1 .2.9. Lorsque j£ n'est plus integre, la definition ll.2.7l et le critere fTTSTSl sont encore vrais de la maniere sui- 
vante. Comme X est lisse, X est somme de ses composantes connexes notees (X, )r. Soit £ un ^-module coherent. 
On designe alors par dim(£) (resp. codim(£), resp. dimX) le faisceau sur X localement constant egal a dim(£|Xr) 
(resp. codim(£|Xr), resp. dimXr) surXr. 

La proposition ll .2.81 nous permet d'etendre de maniere naturelle la notion d'holonomie de la maniere suivante : 

Definition 1.2.10. Soient T un diviseur de X et £ un 'D^(^r)Q-module coherent. On dit que £ est « 2)^(^r)Q- 
holonome » ou « holonome en tant que I)^(^r)Q-module » si, pour tout / ^ 0, 3i'ID)7'(£) = 0. 

Proposition 1.2.11. Soient T un diviseur de X et ^ E' ^ E ^ E" ^ une suite exacte de 'D^^(''T)q-modules 
coherents. Alors E est 1)^^{^T)Q-holonome si et seulement si £' et E" sont D^C T)Q-holonomes. 
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Demonstration. Si £' et £" sont D^(^r)Q-holonomes, il est immediat que £ Test aussi. Traitons la reciproque. On 
suppose ainsi que £ est D^(^r)Q-holonome. Par ||Ber96bl 4.3.12], on se ramene au cas oil le diviseur T est vide. Pour 
m assez grand, via ||Ber96bl 5.3.2] (et | Ber96bl 3.4] pour I'existence d'un modele de £"), on se ramene a supposer 
que la suite exacte — > £' ^ £ ^ £" — > provient par extension d'une suite exacte de D^'^-modules coherents sans 
p-torsion. En considerant la suite exacte deduite par reduction modulo K, la proposition resulte alors de ||Ber02| 5.2.4] 
(et de la proposition |1.2.8t . □ 

Proposition 1.2.12. Soit T un diviseur de X. Le foncteur Dj- induit une auto-equivalence de la categories des 
'^\('T)i^-modules holonomes. 

Demonstration. Cela resulte aussitot de I'isomorphisme de bidualite et de notre definition 1 1.2. 101 □ 



1.3 Surconvergence generique d'un D-module coherent a fibres finies, second critere d'ho- 
lonomie 

Le resultat principal de cette section est le theoreme ll.3.71 II correspond a une version sans structure de Frobenius 
du theoreme lCar06b. 2.2.17]. On etablira a partir de ce theoreme que les complexes partiellements surcoherents se 
devissent en isocristaux surconvergents (voir l6.2.3] l. 

Nous avons incorpore ce theoreme 1 1 . 3 . 71 dans ce chapitre car il nous permet d'etablir le critere d'holonomie |1.3.8] 
que Ton utilisera pour verifier le theoreme l3.5.7| (tres precisement au cours de la preuve du lemme [3!5.2| i. 

Les ingredients qui nous avaient permis d'obtenir IICar06bl 2.2.17] seront reutilises. Comme nous nous contente- 
rons de les citer, le lecteur pourra commencer par la section IICar06bl 2.2] avant de lire cette section. 

Notations 1.3.1. Pour tout point ferme x de X, on notera par ix : Spf X, un relevement de I'immersion fermee 

canonique induite par x. On notera /* le foncteur image inverse (isomorphe a o v^). On remarque que V(ji:) est un 
anneau de valuation discrete complet d'inegales caracteristiques (0,p). Son corps des fractions sera designe par K{x). 

Lemme 1.3.2. Soit £ un 2)^ q-module coherent, Ox,Q-coherent. II existe alors un ouvert dense ^ de X tel que £|y 
soit un Oy^q-module litre de typefini. 

Demonstration. On peut supposer X affine et muni de coordonnees locales. Soit mo un entier. D'apres ||Ber90l 3.1], il 
existe un D^'"' -module coherent £("'o) gang p-torsion, 0^-coherent et un isomorphisme Q-lineaire : 2)^ q ^^j'^o) 

maniere analogue a llBGK+871 VII.9.3], on verifie qu'il existe alors un ouvert affine et dense y de 
X tel que Ox £-''"^°-\Y soit un O^-module libre (forcement de type fini). On termine la preuve via par exemple 
nCarOebl 2.2.161. 

□ 

Soit £ un ^-module coherent tel que, pour tout point ferme x de X, le /T-espace vectoriel /* (£) est de dimension 
finie. Un probleme supplementaire technique qui apparait contrairement a la situation avec structure de Frobenius est 
que lorsque le niveau m s'eleve, I'ouvert au-dessus duquel le D^^"Q-module coherent associe a £ devient Oje.Q-coherent 
retrecit a priori. Le phenomene de contagiosity du lemme [L3.3| ci-dessous nous permettra de resoudre cet obstacle. 

Lemme 1.3.3. On suppose X affine et muni de coordonnees locales. Soient m' > m deux entiers, il un ouvert affine 
dense dans X, £ un 'D^^^^q-module coherent tel que £ soit un Ox,Q-module projectifde typefini. 

On suppose que T{H, £) est muni d'une structure de T{il, D^^qj-module prolongeant sa structure de r(U, D^q)- 

module. Alors r(X, £) est muni d'une et d'une seule structure de r(X,T>^^Q) -module prolongeant sa structure de 

r(X, T>^^^q)-module. 

Demonstration. L'unicite provient du fait que r(X,D^Q) est dense dans r(X,D^Q) (e.g. voir IICar06bl 2.2.9]). 
Soient e G r(X, £) et 1 (X)e I'element induit de r(ll, £). Comme les elements sont de norme ldansr(X,S^"'^) 

(pour la norme de Gauss), la famille • (1 (xj e) avec k parcourant N'' est bornee pour la topologie de r(il, £) 
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induite par sa structure de r(il, I'^Q)-module de type fini. Or, d'apres ||Ber96bl 4.1.2], cette topologie est identique a 
celle induite par la structure de r(ll, 03e.Q)-module de type fini sur r(U, £). 

Soient un entier et 5" un Oje.Q-module coherent tel que £ © 3^ 0^ q. On obtient le diagramme commutatif : 

r{x, Ox of r(x, £) © r(x, J) — ^ r(x, £) 

f f 

r(u, Ox,Qf r(H, £) © r(ii, — ^ r(ii, £) 

dont la fleche injective de droite envoie a'^-^K) .e sur .(1 ig)e) (cela a bien un sens car e r(X, 2)^''^)). 

Comme r{U.,Ox) nr(X, 0_^.q) = r(X, 0^) (en effet, comme X est lisse et U est dense dans X, le morphisme 
r{X,Ox) r{U,Ox) est injectif), on verifie alors que la famille ■e\k^ N''} est un sous-ensemble borne 

de r(X,£) pour la topologie induite par sa structure de r(X, 03e,Q)-module de type fini. Soit P — Y.keN'"^k^ ~ ' 

un element de r(X,D^'Q). II en resulte la convergence de la somme Li(:gn'"^<:@^~^'"''' ■^)- On pose alors P.e := 

11 reste a verifier que cela munit bien r(X, £) d'une structure de r(X, D^"Q)-module. En multipliant par les 
egalites 3^-'^('"').e = 3^-^("'').(l ® e), puis en les sommant, on obtient P.e = P.{1 ©e). Ainsi, r(X, £) est un sous- 
r(X,'D^"'^)-moduleder(il,£). □ 

Theoreme 1.3.4. Soit £ un 2)^ ^-module coherent satisfaisant la propriete suivante : pour tout point ferme x de X, le 
K-espace vectoriel /*(£) est de dimension finie. 

II existe alors un ouvert affine dense ^ de X tel que £|y soit un Oy.q-module litre de rang fini. 

Demonstration. 1) Supposons dans un premier temps que le cardinal de k n'est pas denombrable. 

Le theoreme etant local, supposons X affine, integre et muni de coordonnees locales. Soit mo > un entier tel qu'il 
existe un d|^"q -module coherent £('"o) et un isomorphisme Q-lineaire de la forme 2)^ q ©-(mg) £^"'''' £ (voir 

l|Ber96bl 3.6.2]). Pour tout entier m > mo, on pose £('") :== S^q ©-(„,o) £'"'''\ := r(X, £('")) et E r(X, £). 

Soit £('"o) un D^'"-* -module coherent sans p-torsion tel que Ton ait un isomorphisme D^'Q-lineaire : £q"''^ — > £('"o) 
(voir llBer96bl 3.4.5]). On note £'"'' le quotient de ©^(„,(,) fi^'""^ par sa partie de p-torsion. D'apres llBer96bl 

3.4.4], £(™^ est un ©^"'-module coherent. On pose £('") — r(X, £('")). La preuve du theoreme se decompose en six 
etapes : 

1) Pour tout entier m > mo, il existe un ouvert affine dense y(,„) de X tel que T,„ :=X \F(„,) soit le support d'un 
diviseur de X et tel que fi^"^ |y(,„) soit isomorphe au complete p-adique d'un Oy^^^^j -module libre. 

Le faisceau Ox ©o^ est un D^'-'-module coherent. De maniere analogue a lBGK+871 VII.9.3], il existe 
alors un ouvert affine et dense de X tel que Ox ©O3; ^^"^^^(m) soit un OF(,„)-module hbre. II resulte alors de 
OCar06bl 2.2.16] que r(y(,„), £(™^) est isomorphe au complete p-adique d'un r(y(„), Oy^^j )-module libre. Or, par 
passage a la limite projective de ||Ber96bl 2.3.5.2], on obtient I'isomorphisme Oy^^^^^^Yiy^„yOx)'^(^(m)^ £('")) 
^yw^ny,^).©^^"')^^^^' Comme r(li(,„), estun r(y(,„), ©^"Vmodule de type fini et comme e^'"^Mi,„) 

est un 2)y"^ -module coherent, via le theoreme de type A de Berthelot l|Ber96bl 3.3.9], on obtient alors les isomor- 
phismes : 

Ainsi, fi'™-* |y(,„) est isomorphe au complete p-adique d'un Oy^^j-module libre. 



9 



2) Comme k n'est pas de cardinal denombrable, il existe alors un point ferme x de X n'appartenant pas a UmeNTm- 
Quitte a retrecir ^(m), on peut supposer D ^(,71+1)- Notons 3 C O3; I'ideal definissant et / := r(j£, 3). 

3) 11 existe m\ > mo tel que, pour tout m > mi, le faisceau j^f^j soit un Oy^^^^j -module libre de type fini. 

Par I'absurde, supposons que, pour tout entier m > mo, £('")//£("') soient des ^r(x)-espaces vectoriels de dimen- 
sion infinie. D'apres la proposition F Car06bl 2.2.6.(i)], E^'") /lE^'") ;*(£('")). Notons /i'"' 1' immersion fermee 
SpfV(x) induite par Comme !*(£W) ^ ;i'"^* (£('")|^ (, „)), £('«)//£("') est done, d'apres I'etape 1, iso- 

morphe au complete /j-adique d'un V(x)-module libre (voir MCar06bl 2.2.6.(ii)])- On peut alors reprendre la preuve de 
IICar06 b 2.2. 10] a partir de « Par I'absurde, supposons que... » pour aboutir a une contradiction. On a ainsi verifie qu'il 
existe un entier mj > mo tel que £■('"! )//£'("'i) soit un A'(x)-espace vectoriel de dimension finie. Avec l,Car06bi 2.2.8], 
il en resulte alors qu'il en ait de meme de £■("')//£■('") pour tout m > mi . D'oil le resultat. 

4) Soitwun entier tel que OT > mi. Le morphismecanoniquede Oy^^^^^ijQ -modules libres de type fini : £'^'"' |y(m+i) ~ 

|y(m+i) est surjectif. 

En effet, comme I'assertion est locale, il suffit de I'etablir pour un ouvert affine il de ^(m+i). D'apres IIBGR84I 
3.7.3.1], en munissant r(il, £''"') et r(il, £("'+^)) de la topologie induite par leur structure de r(il, O^.Q)-module 
de type fini, I'image de r(il, £<"')) dans r(il, £('"+i)) est fermee. Or, d'apres ICar06bl 2.2.9], I'image de r(il, £<'")) 
dans r(ii., £('"+')) est dense, lorsque r(il, £(™+')) est muni de la topologie induite par sa structure de r(il, 23 ^'q^')- 
module de type fini. Mais, grace a |Ber96bl 4.1.2], ces deux topologies sur r(il, £("'+')) coincident. On en deduit que 
le morphisme canonique r(il, £('")) r(il, £('"+')) est surjectif. 

5) Si E/IE est un K{x)-espace vectoriel de dimension finie egale a r, alors il existe un entier 1112 > mi tel que pour 
tout m > m2, le morphisme canonique £''"-' 1^(^+1) 1^ (m+i) soit un isomorphisme de Oyj^^jj.Q-modules 
libres de rang r. 

11 resulte alors de I'etape 4) que le morphisme canonique E^'"^ /lE^""^ — > )//£■('"+!) est surjectif. Comme 
E/IE — > lim„j E^'"^ /IE'''"^ (e.g., voir la fin de la preuve de IICar06bl 2.2.10]), il existe un entier m2 > mi tel que pour 

tout m > m2, la dimension du /r(x)-espace vectoriel est r. Or, on remarque que le rang de £'™' |y (,„) est la 

dimension du K(x)-espace vectoriel Pour tout m > m2, le rang de £'^™' {^{m) '^^ut done r. Pour m > m2, 

le morphisme canonique £'•'"•' |y(m+i) fi^'"^'' |y(m+i) est done un morphisme de Oy^^^^^^j Q -modules libres de rang 
r. D'apres I'etape 4), ce morphisme est surjectif. Comme pour tout ouvert affine il de ^(m+i) I'anneau r(il, Ox,q) 
est integre, ce morphisme devient injectif apres extension par I'homomorphisme de r(iX, Ojcq) dans son corps des 
fractions. On obtient done son injectivite. 

6) Le morphisme canonique £^'"2) j^i-j^^) £|y(,„2) est un isomorphisme. En particulier, £|y(„„) est un C)y(,„^),Q- 
module libre de rang r. 

Soit m > m2 en entier. D'apres I'etape 5, le morphisme canonique £'•'"-■' |y(„,) £''"'|y(,n) est un isomorphisme 
de Oi^^^^ j,Q-modules libres de rang r. 11 en derive que, pour pour tout ouvert affine non videildey(,„),r(il,£('"2)) 

est muni d'une structure de r(iX, D|^Q)-module. Avec ll.3."3l il en resulte que r(y(„,2), £'""■') est muni d'une (unique) 
structure de r(y(„j),'D^Q)-module prolongeant sa structure de r(y(,„2),'D^"Q). Cela implique que le morphisme 
r(y(,„2)i£''"^') ^ r(y(„„), £("'') admet une retractation canonique. Celui-ci est done injectif. Verifions a present sa 
surjectivite : le morphisme canonique r(y(„„), £^"'2)) _> r(y(„2); ou> pour m' = m et m' = m2, r(y(-„,2-), £'^'"'^) 

est muni de la topologie induite par sa structure de r{'^^,„^^,D^^^) -module de type fini, est continue. Or, il resulte de 
||Ber96bl 4.1.2] que la topologie de r(y £'"")) induite par sa structure de r(y(,„2-), D^Q)-module de type fini et 
celle induite par sa structure de r(y(„,2),D|^"Q)-module de type fini sont identiques. Comme rCy(,„,-), ©^"q) est dense 

dans r(y(,„2),I)^^Q), il en resulte que le morphisme canonique r(y(„,2),£('"2)) r(y(„,2), £*'"') est r(l^(,„2),I)^'Q)- 
lineaire. Son image est done fermee. Comme elle est aussi dense, ce morphisme est surjectif. L'injectivite etant aisee 
(analogue a la fin de I'etape 5), le morphisme canonique r(y(„,2-), £'^'"2)) ^ r(y(„2'), £(™^) est done un isomorphisme. 
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En passant a la limite inductive sur m, il en decoule I'isomorphisme canonique r(y(,„j), £'^"2)) — > r(y(„,2-), £). 
D'apres IICar06bl 2.2.13], on en deduit que £|y(„„) est Oyj^^^.Q-coherent, i.e., est un isocristal convergent sur ^(mj). 

Dans ce cas, on salt alors que le morphisme canonique £(""2) |y(,„2) £|y(„2) est un isomorphisme (voir la preuve de 
II.3.IOI 0U [ Ber90l 3.1.4.1 et 3.1.4.2]). 

II) On se ramene au cas oil le cardinal de k est quelconque grace au lemme [L3.6l ci-dessous. 

□ 

1.3.5 (Changement de base). Soient V ^ V un morphisme d'anneaux de valuation discrete complets d'inegales 
caracteristiques {0,p), X' := X 'Xspf{v) Spf C^'), f ■ X' ^ X la projection canonique. 

Par passage a la limite projective, on dispose d'apres tBer96b. 2.2.2] et LBerOOi 3.2.1] des homomorphismes 
canoniques d'anneaux 

dont le dernier est un isomorphisme. II en resulte que le foncteur image inverse /* se factorise en un foncteur de la 
categorie des D^^^^p^^^^ -modules coherents dans celle des D^y^pj^^.^^,^ -modules coherents. Par tensorisation par Q, 

on obtient alors un foncteur de la categorie des '^''xjspfiv) Q-modules coherents dans celle des '^^x']spf{V') Q-modules 
coherents. Pour preciser le niveau m, on le notera Ce foncteur fi'")* est le foncteur changement de base (via 

V V) de niveau m. 

Comme les homomorphismes 11.3.5.11 commutent aux changements de niveaux, on obtient par passage a la limite 
inductive sur le niveau les homomorphismes d'anneaux /^'2)^^gpj:^^j ^ ^/*'^-L/Spf(V) Q — * '^x'/Spf{V') Q' fonc- 
teur /* se factorise done aussi en un foncteur dit de changement de base (via V V) de la categorie des '^\_/spf{v) Q" 
modules coherents dans celle des ^J^/ygpf ^^/^ ^-modules coherents. De plus, via cette compatibilite au changement de 
niveaux, on verifie que si £''"^ est un 'D^gp^^^^ ^-module coherent, on dispose alors de I'isomorphisme canonique 

Lemme 1.3.6. Avec les notations de \1.3.5\ soient £ un '^\_/spf{'V) q'f^odule coherent et £' :— /*{£■) le '^\_i/spi{v') Q" 
module coherent deduit par changement de base. Les deux assertions sont alors equivalentes : 

1. II existe un ouvert dense ^ de X tel que £ |y soit un Oy ^q-module libre de typefini. 

2. II existe un ouvert dense de X' tel que £'|y soit un Oy q-module libre de typefini. 

Demonstration. L'implicationfTI^Ojest immediate. Reciproquement, supposons qu'il existe un ouvert dense de X' 
tel que £'|y' soit un Oy/ Q-module libre de rang fini r. 

D'apres I'etape 1 de la preuve de ll.3.4l et avec ses notations, pour tout m > mo, il existe un ouvert affine dense y(,„) 
de X tel que £^"''|y(m) soit isomorphe au complete p-adique d'un Oy^^^j-module libre. Quitte a retrecir M{m)^ on peut 
d'ailleurs supposer y^,,,) D ^(m+i)- Le rang (un entier s'il est fini, sinon on le definit egal a +oo) de £*■'"' |y(,„) en tant 
que Oy^^^^i -module est alors le meme que celui de £'™) \M(m) tant que Oy^^^.Q-module. Notons g : f^^{M(m)) ^ ^(m) 
le morphisme induit par /, le foncteur de changement de base de niveaux m, ^'^^^^j := ^ rif^^(^{m)) 6t : = 

Comme le foncteur /i'™)* preserve la coherence et avec ll.3.5.21 on obtient I'isomorphisme de D' , „ -modules 
coherents : (/z('")*(£('") ^ £'|li'(,„). Par llBi?90l 3.1], comme £'|y'(„,) est en outre O^j^^^q- 

coherent, il en resulte /!("'^*(£('") |y(,„)) ^ £■']%„)■ Comme le rang de /!('"^*(£<'"^ |y(,„)) en tant que Oy/ ^.Q-module 

est le meme que celui de 8.^'"^ \M{m) en tant que Oy^^^^^.Q-module, il en resulte que £('"' \M{m) est un O^j^^^j -module de rang 
r (i.e., on a etablit I'etape 3 de ll.3.4l pour mi — mo). Or, en reprenant la preuve de I'etape 4 de ll. 3.41 on verifie alors que 
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le morphisme canonique |y(,„+i) £('"+!) |y („,_|_j) est surjectif. Comme c'est un morphisme de O^j^^^^jj.Q -modules 
libres de rang r, celui-ci est un isomorphisme (i.e., on a etablit I'etape 5 de ll.3.4l pour 1112 — mo). En procedant comme 
pour I'etape 6 de la preuve de l 1.3. 41 on verifie alors que £|y(mQ) est un Oy^^^j Q-module Ubre de rang r. 

□ 

Theoreme 1.3.7. Soit £ un 1)^^^ ^-module coherent tel que, pour tout point ferme x de X, /*(£) soit un K-espace 
vectoriel de dimension finie. II existe alors un diviseur T de X tel que (^T) (£) soit un isocristal surconvergent le long 
de T. 

Demonstration. Cela resulte aussitot de ll.3.4l et du theoreme de Berthelot enonce dans IICar06bl 2.2.12]. 

□ 

Grace au theoreme ll.3.7l qui etend la version precedente au cas sans structure de Frobenius, la section IICar09bl 2] 
se generalise. En particulier : 

Theoreme 1.3.8 (Critere d'holonomie). Soient T un diviseur de X et E un 'D^y_{^ T)Q-module coherent. Si les espaces 
de cohomologie de D7'(£) sont a fibres extraordinaires finie s (e.g., si D7'(£) est DI^(^ T)(Q-surcoherent), alors £ est 
« 'D^y^{^T)Q-holonome », i.e., pour tout I ^ 0, J{'D7(£) = 0. 

Demonstration. Grace a pBer96b! 4.3.12], on se ramene au cas oil le diviseur T est vide. II suffit alors de reprendre les 
preuves de la section |Car09b, 2], en particulier celle de |.Car09bi 2.5], en remplafant IICar06bl 2.2.17] par sa version 
sans structure de Frobenius ll.3.71 □ 

Remarques 1.3.9. Avec ses notations, il resulte du critere d' holonomie 1 1 . 3 . 8l qu'un 2)^Q-module surholonome est 
holonome. En particulier, le foncteur D induit une autoequivalence de la categoric des ^-modules surholonomes. 
De meme, on verifie que le foncteur Dj- induit une autoequivalence de la categoric des Q-modules surholonomes 
qui sont en outre munis d'une structure de 'D^(^r)Q-modules coherents. 

Dans notre lancee, terminons par la proposition suivante qui donne une version sans Frobenius de ICar06bl 2.2. 14]. 

Proposition 1.3.10. Soit £ un ^-module coherent. Soit mQ>Qun entier tel qu'il existe un "D^^^^-module coherent 
£,^"'0) induisant £ par extension ( l[Ber96b\ 3.6.2]). Pour tout entier m > otq, notons £'"'^ := I'^QC>5-~(mo) £''""•'• 

Le faisceau £ est Ox,Q-coherent si et seulement s'il existe une suite strictement croissante {m„)neN telle que £('"") 
soit Ox,iQ-coherent. 

Demonstration. L' assertion est locale et Ton peut supposer que X est affine. Si £ est O^e.Q-coherent alors £ est 
associe aun isocristal surconvergent ( MBer96bl 4.1.4]). D'apres llBer90l 3.1.4.1 et 3.1.4.2], on obtient alors que £('"») 
est isomorphe a £. 

Reciproquement, supposons qu'il existe une suite strictement croissante (OT„)„gN telle que £('"") soit O^ Q-coherent. 
Le morphisme canonique r(X, £('"")) ^r(X, £(™''+i)) est alors surjectif (comme pour I'etape 4 de la preuve de ll.3.4l i. 
En passant a la limite sur «, il en resulte la surjectivite de r(X, £("'"^) r(X, £). D'apres OCar06bl 2.2.13], £ est done 
O^.Q-coherent. □ 

1.3.11. Avec les notations du theoreme 1 1.3. 101 le fait que £('"0) soit O^.Q-coherent ne devrait pas a priori impliquer 
que £ soit O^.Q-coherent. 

2 Theoremes de pleine fidelite pour les isocristaux surconvergents 
2.1 Foncteur image inverse-restriction 

Le theoreme de descente propre de Shiho (voir OShi07l 7.3]) implique que le foncteur canonique du theoreme |2.1.1| 
ci-dessous est pleinement fidele. Lorsque Ton dispose d'une structure de Frobenius, nous etablirons que ce foncteur 
induit une equivalence de categories (voir l2.1.2] l. 
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Theoreme 2.1.1. Soient a : X^"-* X un morphisme propre surjectif de k-varietes integres, Y un ouvert dense de X, 
j : Y ^X V immersion ouverte, F^"' :— a^^{Y). Le foncteur canonique 

(a* J*) : ^Isoc'(fW,xW//^) Xj^„^t(y(o),y(o)/^) (2.1.1.1) 

est pleinement fidele. 

Demonstration. Comme le foncteur canonique Isoc^(F,X/A') Isoc^(F,F//r) est fidele, il en resulte qu'il en est de 
meme du foncteur canonique de |2. 1.1.1] 

Soient £^£2 deux objets de lmc\Y,X/K). Notons £f\£f'^ (resp. £1, £2) les objets de Isoc' {Y^^\X^^'^ /K) 
(resp. Isoc\Y,Y/K)) correspondants. Soient a*") : £f'' fif ^ un morphisme de Isoc'^(y(''),X('') /K), P : £1 ^ £2 un 
morphisme de \?,oc^ {Y ^Y / K) tels que a'*'' et P induisent canoniquement le meme morphisme de Isoc"^(f(°),f(°)//:) 
de la forme b*{£2) — > b*{£i). II s'agit de construire un morphisme a : £1 ^ £2 de \soc\Y^X /K) induisant a'''' et p. 

Notons ^7 : ^ 7 le morphisme induit par a et, pour /= 1,2, a,- : x^xW ^x'O) etfe,- : Y^^^ xyF^ 
les projections canoniques respectives a gauche et a droite. Considerons le diagramme de Isoc^ (K'"' x ^ F^'^^X'"' Xx 
X^^'^ /K) de gauche ci-dessous 

at («(")) _ b*h*(R) _ 

aja*(£i) ^=a*(£|0)) ^=aja*(£2) foj^ (£1) (£2) (2.1.1.2) 

fl*«*(£i) ^«5(£i''^) ^fl|(£f ) ^«K(£2), bib* {£,)—^ bib* {£2) 

dont les isomorphismes verticaux resultent de I'egalite a o oi = a o 02. En appliquant le foncteur canonique de restric- 
tion Isoc'^(yW XFyW,x(0) XxX'^^^ /K)^1?.oc'{y'^'^'i XyY'^'^\y^^^ XyY^^^K) au diagramme de gauche de|2JJ^ on 
obtient le diagramme a sa droite qui est commutatif par fonctorialite. Comme ce foncteur est fidele, il en resulte alors 
la commutativite du diagramme de gauche de 12.1.1.21 Grace au theoreme de descente propre de Shiho (voir IIShi07l 
7.3]), il en resulte I'existence d'un morphisme a : £1 ^ £2 de lsoc^(F,X/^r) induisant a'"' et p. □ 

Avec des structures de Frobenius, on obtient grace au theoreme de pleine fidelite de Kedlaya le theoreme ci-dessous 
qui etend |Ete02 , Theoreme 2] : 

Theoreme 2.1.2. Soient a ; X*-"^ ~^X un morphisme propre surjectif de k-varietes integres, Y un ouvert dense de X, 
yC) ;— a^'(F). Le foncteur canonique 

{a* J*) : £-isoc^(y,x//:) ^£-isoc^(y(o),x(o)//i:) x^.i^„^t(K(o,,j,(o,/^)£-isoc^(y,y//:) (2.1.2.1) 

est une equivalence de categories. 

Demonstration. (1) D'apres lTm le foncteur est pleinement fidele. Notons i^X*") XxX(°),y(^) :=y(°) XyyC). 
Pour / = 1,2, notons a, : X'^'^^ -^X^^^ les projections canoniques respectives a gauche et a droite. 
(11) Etablissons a present que ce foncteur est essentiellement surjectif. 

Soit (£("), £,p) un objet de £-lsoc^(yW,X x^_j^^^t(j,(o) ,,(0)/^) £-lsoc^(y,y//:). D'apres le theoreme de 

desingularisation de de Jong, il existe a' : X" x'^' un morphisme projectif, surjectif, generiquement fini et etale 
tel queX" soit lisse. Notons Y" :^ X" \ a'-^{X^^'> nT^^'>), b' : y" ^ y(i) le morphisme induit par a', /' : Y" C X" 
et, pour / = 0, 1,2, : y^'^ C X^'^ les immersions ouvertes canoniques. On designe par /'* : F -Isoc\Y" ,X" / K) 
F-Isoc\Y",Y"/K) et /'> : £-Isoc'''(yW,X('V-'^) ^ ^'-Isoc'''(y('),y('V^) les foncteurs restrictions. 

i) Construction de I'isomorphisme de recollement 9 : al^F^^"^) flj(£'''^). Nous allons pour cela utiliser la 
pleine fidelite (prouvee dans la partie (1) de la preuve) du foncteur canonique suivant note 

:= (fl'*,/"*) : F-lsoc\Y^'\x('yK)^F-lsoc\Y"X/K) x^_,^^^,^y„ y„^^^F-lsoc\Y^'\Y'^'yK). (2.1.2.2) 

Pour / = 1,2, notons p,- I'isomorphisme canonique /'* ofl'*[flt(£W)] b'* o /')*[fl*(£(°))]. L'image de «*(£(")) par 
le foncteur|2X22]est done (^(a* (£<"))) = {a'* [a* (£ W)] , [a* (£ W)] , p,-). 
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On definit canoniquement les isomorphismes 9^(1) : ;0[fl^(£'(''))] /i)*[a|(£'W)] et 9 : bH/^^ {e'^^^)) 
p comme ceux rendant commutatif le diagramme canonique suivant : 



1 *[„* 



(1)* r_* 



(£(0))] 



(£("))) 



k(i) 



''2(P) 



■bl{b*{E)) 



(2.1.2.3) 



(£(0))] 



■b\{f)*{E^^)))--^b\{b*{E)) 



On definit canoniquement I'isomorphisme 9y// : /'*fl'*[fl|(£'(''')] 



*fl'*[flj(£'(*'))] a partir de p via le diagramme 



commutatif : 



/'*fl'*[fl|(£(0))] 



j"*a'*\a\{E'^^^) 



P2 



(2.1.2.4) 



Pi 



■/7'*/i)*[fl*(£(<'))]. 



Comme X" est lisse, d'apres le theoreme OKedOSl 4.2.1], le foncteur /'* est pleinement fidele. 11 existe done un et un 
seul isomorphisme 9" : a'*al{E(^'') a'*a\{E^'^^) tel que /'*(9") = 9^//. 11 decoule de la commutativite de l2. 1.2.41 
que (9",9y(i)) induitun isomorphisme de la forme (|)(fl2(£^^''^)) — > ■ Parpleine fidelite de (|), on obtient un 

isomorphisme 9 : aK^*"') ^ a\{E^'^'^) tel que a'*(9) = 9" et /')*(9) = 9j,(i,. 

ii) Verifions a present que 9 verifie la condition de cocycle. Or, il suffit de le verifier apres application du foncteur 
car celui-ci est fidele. Comme /''*(9) = 9j,(i), cela resulte aussitot de la construction de 9j,(i) (voir l2.1.2.3b . 

iii) Grace au theoreme de descente propre de Shiho (voir |Shi07, 7.3]), il en resulte I'existence d'un (et d'un 
seul a isomorphisme canonique pres) objet E G F -l?,oc^ {Y ,X / K) et d'un isomorphisme p(j,(o) jf{0)) : a*{E) — > 
s'inscrivant dans le diagramme commutatif 



ala*{E) 



a\a*{E) 



"2P(y(0).x(0)) 



"iP,j,(0)jf(0)) 

On definit F isomorphisme p^j,(o) yio)) ■ b* j*{E) b*E via le diagramme commutatif : 

./0)*(£(0)) 



pcan 



•'"''*P{r(<');fW) 



b*j*iE) ^ >■ b*E 



(2.1.2.5) 



(2.1.2.6) 



oil Pcan designe I'isomorphisme canonique. Considerons a present le « cube A » dont la face de devant est I'image par 
le foncteur b2 de l2. 1.2.61 la face de derriere est I'image par le foncteur b\ de l2. 1.2.61 la face de droite correspond au 
carre de droite de l2.1.2.3l et dont les isomorphismes de la face de gauche sont canoniques. La face de gauche du cube A 
est canoniquement commutative. Celle de droite (resp. de devant, resp. de derriere) Test par definition. Pour s'assurer 
de la commutativite du cube A, il suffit alors de valider celle de la face du haut. Pour cela considerons le « cube B » dont 
la face du bas est la face du haut du cube A, dont la face du haut est I'image par du carre commutatif l2. 1 .2.51 dont 
la face de devant (resp. de derriere) est le carre commutatif par fonctorialite en I'isomorphisme / o — > ^2 ° 
(resp. oflj — > b\ o Z"^*). On remarque que la face de droite du cube B est le carre de gauche de l2.1.2.3l (cela a un 
sens car /^'*(9) — 9j,(i)). 11 est done commutatif. Celle de la face de gauche du cube B se verifie canoniquement. Le 
cube B est done commutatif. D'oil celle du cube A. Ainsi, la face du bas du cube A est commutatif, i.e., I'isomorphisme 
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P{Yio) fC)) • — > b*E commute aux donnees de recollement. II en resulte qu'il existe un isomorphisme p(y,y) : 
j*{E) E tel que p(yj') — fe*(pjj,(o) y(o)))- La commutativite du diagramme |2. 1 .2.61 signifie alors que Ton dispose 
d'un isomorphisme (P(^j,(o);j.(o)),P(Ky)) '■ {a*iE),j*{E),pca.n) p). D' oil le resul tat. 

□ 

2.2 Foncteur restriction 

Theoreme 2.2.1. Soient X une k-variete integre, Y un ouvert dense de X et j : Y ^ X V immersion ouverte corres- 
pondante. Le foncteur j* : F-lsoc''{Y,X/K) — > F-Isoc^ (F, F/A') est pleinement fidele. 

Demonstration. La fidelite etant connue, il reste a etablir que celle-ci est pleine. D'apres le theoreme de desingulari- 
sation de de Jong (voir |Ber97|), il existe un morphisme projectif, surjectif, generiquement fini et etale de A;-varietes 
integres de la forme a : X^°^ X tel que X^°^ soit Hsse. Notons f'") := a^^{Y). Soient £'i,£'2 e F-Isoc\Y,X/K) et 
$ : j*Ei j*E2. Or, comme^C'' est Hsse, le foncteur canonique F-Isoc'''(F(''),x("V^) ^ F-Isoc^Y^°\y''°'> /K) est 
pleinement fidele (voir |Ked08, 4.2.1]). Le morphisme (|) induit done canoniquement un morphisme (j)'"' : a*{Ei) — > 
a*{E2). II resulte du theoreme l2.1.2l qu'il existe un morphisme : Ei ^ E2 induisant (j)'**' et (|). 

□ 

Remarques 2.2.2. N. Tsuzuki conjecture (voir la conjecture IITsu02l 1.2.1]) que le foncteur j* de l2.2.1l reste pleinement 
fidele sans structure de Frobenius. 

2.3 Foncteur extension et image inverse-extension 

2.3.1 (Rappels sur le foncteur extension). Soient X une variete sur k, Y un ouvert de X avec Y normal, Y un ouvert 
dense de Y, j : Y ^ X 1' immersion ouverte correspondante. Tsuzuki a demontre recemment dans |Tsu09| que le 
foncteur canonique : Isoc^(y,X/Ar) Isoc' {Y ,X / K) est pleinement fidele. Ce theoreme a d'abord ete etabli par 
Tsuzuki lorsque X est lisse (voir ITsu02l 4.1.1]), puis etendu par Kedlaya lorsque Y est lisse dans IKedOTI 5.2.1] 
(nous n'aurons besoin que du cas oh la variete est lisse). On note Isoc^(y D Y,X/K) I'image essentielle du foncteur 

7+ : isoc'''(y,x//:) -^isoc'''(y,x//:). 

Le lemme suivant est evident compte tenu du paragraphe l2.3. ll et de ses notations. 

Leirnne 2.3.2. Soient a : X^^^ X un morphisme propre, surjectif, generiquement fini et etale de k-varietes integres, 
Y un ouvert de X, Y un ouvert dense de Y, j : Y ^ X I'immersion ouverte correspondante, :— a^'(F), 7^"' := 
fl^' (y). On suppose de plus Y est F^*^' lisses. Le foncteur canonique 

[a*J) : ^ Xj^„^t(?(o,_;,(o)/j,) W(? DF,X//:) (2.3.2.1) 

est une equivalence de categories. 



3 Isocristaux partiellement surcoherents 
3.1 Definitions et premieres proprietes 

Soient T un V-schema formel separe et lisse, T un diviseur de P, X un sous-schema ferme de P, il F ouvert de T 
complementaire de T. On suppose que F := X \ T est un A:-schema lisse. 

3.1.1 (Rappels). D'apres ||Car09aL comme Y est lisse, on dispose du foncteur canonique pleinement fidele spy^j^ 
de la categoric {F -)h,oc{Y / K) des isocristaux convergents sur Y dans celle des ^-modules surcoherents 

(et meme surholonomes d'apres ||Car09b 1) a support dans Y . Ce foncteur commute aux foncteurs duaux ainsi qu'aux 
« images inverses (extraordinaires) » respectives (voir |Car09a] ). 

Nous avons defini dans IICar06al 6.2.1] la categoric (f -)Isoc^^(J', des (F-)X'y (^r)Q-modules coherents 

£ a support dans X tels que £ et D7'(£) soient I'3p(^r)Q-surcoherents et £|il soit dans I'image essentielle de spy^y ^. 
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Sans structure de Frobenius, la technique de descente utilisee lors de la preuve de IICar06al 6.3.1] ne fonctionne 
plus car on ne peut plus utiliser le theoreme de pleine fidelite de Kedlaya (voir IKedOSI 4.2.1] ou fKed04|). 11 en 
resulte que la stabilite par image inverse des categories de la forme lsoc'^\yj,X/K) n'est plus aussi directe. Pour 
contourner cette difficulte technique, nous allons introduire les categories de |3.1.2| (qui s'avereront d'apres [3.5.9| etre 
egales a Isoc^^ {'J',T,X /K)). Leur stabilite par images inverses (extraordinaires) est quasiment tautologique (voir la 
proposition l3.1.7b . Par contre, il faudra jusqu'a la fin de ce chapitre (plus precisement en |3.5.91 l se passer de la stabilite 
par foncteur dual (voir aussi le deuxieme point de la remarque l3.1.4l i. 

Notations 3.1.2. - On note Coh(3', T,X/K) la categoric des (^r)Q-modules coherents a support dans X. 

- On note lsoc*{7',T,X/K) la sous-categorie pleine de Coh{'J',T,X /K) des D3p(^r)Q-modules coherents £ tels 
que Dri^-) soit Dy(^r)Q-surcoherent et £|il soit dans I'image essentielle du foncteur spy^^ ^. Les objets de 
lsoc*{'J',T,X/K) sont « les isocristaux partiellement surcoherents sur [V^T^X/K) ». Lorsque CP est propre, on 
omet le qualificatif « partiellement ». 

- On note Isoc** {T ,T ,X / K) la sous-categorie pleine de CohC? ,T ,X / K) des 2)^ (^r)Q-modules surcoherents £ 
tels que £ |il soit dans I'image essentielle du foncteur spy^u +■ 

Lorsque le diviseur T est vide, on ne I'indique pas dans les notations |3.1.2| ci-dessus. 

3.1.3 (Cas de la compactification partielle lisse). Lorsque X est Usse, d'apres IICar06al 6.1.4], on dispose des egalites 
lsoc*{'J',T,X/K) = lsoc**{y,T,X/K)lsoc'^\'J',T,X/K). De plus, avec le theoreme IICar09al 2.5.10] (voir aussi ci- 
apres lS.l.^ , on beneficie de I'equivalence de categories sp^^^g, ^ ^ : Isoc' {Y,X/K) = Isoc*(J', T,X/K). Soient T CT 
un second diviseur de P,Y : = X\T , j : Y '-^X I'immersion ouverte correspondante. D'apres OCar06al 6.2.1], OCar06al 
6.2.2] et ||Car09al , on dispose des diagrammes commutatifs suivants : 

Isoc'' {Y,X /K) ^^lsoc''\y,T,X /K) Isoc\Y,X /K) lsoc''\y,T,X /K) (3.1.3.1) 

(tf) 

^P^c J J) J- _|_ ^PX' *CP T -\- 

lsoc^Y,X/K)^^lsoc'^\y,T,X/K), Isoc'' iY,X /K) Isoc''' {y,T,X /K). 

D'apres MCar09aL on dispose aussi d'un isomorphisme de commutation des foncteurs de la forme sp;^^^ aux 
images inverses (extraordinaires). 

Remarques 3.1.4. Avec les notations 13. 1.21 on dispose des deux proprietes immediates ci-dessous. 

1. Soit £ G lsoc*(J', T,X /K). Comme le foncteur spy^^ ^ commute aux foncteurs duaux respectifs (voir ICarOSII ). 
pour tout entier ; / 0, JC-'' (B ( £ | U) ) = 0. Par IIBer96bl 4. 3 . 1 2] , il en resulte que, pour tout entier ;Y 0, M-'' (Dr ( £ ) ) = 
0. Enfin, d'apres [3T31 lsoc*{U,Y/K) = Isoc** (HJ / K) = Isoc'''' {il,Y / K) . 

2. Comme le foncteur spy^j^ commute aux foncteurs duaux respectifs (voir IICar05ll ) et via le theoreme de bi- 
dualite (voir fVirOO]), on verifie que le foncteur Dj- induit une equivalence entre les categories lsoc*(J', T,X /K) 
et lsoc**{'J',T,X /K). En fait, nous etablirons que ces deux categories sont egales (voir |3.5.9] l mais avant nous 
prendrons garde de les distinguer. 

Remarques 3.1.5. Grace a [CT()8], un element de F-lsoc'''' {"PjT^X /K) est aussi un F-B^ ^-module surholonome. 
Notons que la structure de Frobenius est indispensable puisque les isocristaux surconvergents ne sont pas en general 
T)y Q-coherents ni a fortiori CD ^ Q-surholonomes (e.g., voir le contre-exemple de Berthelot donne a la fin de |Ber 96bll ). 

Definition 3.1.6. Un « triplet (CP, T,X) lisse en dehors du diviseur » est la donnee d'un V-schema formel separe et lisse 
CP, d'un diviseur T de P, d'un sous-schema ferme X de P tels que Y :=X\T soit lisse. Un tel quadruplet (CP, T,X,Y) 
est « un quadruplet lisse en dehors du diviseur ». Le quadruplet canonique induit par (CP, T,X) est (CP, T,X,Y). 

Un morphisme de triplets lisses en dehors du diviseur 9 : (CP', r',X') — > (CP, T.X) ou un morphisme de quadruplets 
Usses en dehors du diviseur 9 : (CP', r',X',y') {'P,T,X,Y) est la donnee d'un morphisme / : CP' ^ CP tel que / 
induise un morphisme X' ^ X tel que f{Y') C Y . Si a : X' ^ X , b : Y' ^ Y sont les morphismes induits par /, le 
morphisme 9 se note aussi {f,a,b). 
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Proposition 3.1.7. Soit 9 = {f,a,b) ; Cy ,T' ,X' ,Y') (J',T,X,Y) un morphisme de quadruplets lisses en dehors 
du diviseur Solent £ G {F -)ls,oc* [V ,T ,X / K), 'J G {F -)ls,oc** [f ,T ,X / K). Pour tout entler j G Z \ {0}, les egalltes 
sulvantes sont alors verlfiees : W{Jir{'^T')W^^,fnT{£-)[-dx'ix\)=^, ?^^'(C7'')IKr].,/'(5')[-dx'/x]) = 0. 
Plus preclsement, on dispose des factorisations 

9- := CT')om^^,of-[-dxiix\ ■.iF-)lsoc**{'J>,T,X/K) ^ {F-)lsoc**{y',T'X/K) (3.1.7.1) 
9+ := Br oRr}^, o (^T') o f'[-dxi/x]oDT ■.{F-)lsoc*{'J>,T,X /K) ~> {F-)lsoc*{y ,T\X' /K)). (3.1.7.2) 

De plus cesfoncteurs sont transltlves pour la composition : si Q' ^ [ f ,a' ,b') : {7'" ,T" ,X" ,Y") — > (T' ,T' ,X' ,¥') est un 
morphisme de quadruplets llsses en dehors du diviseur, on dispose des Isomorphlsmes canonlques 9'' o 9' — > (9 o 9') ■ 
ef 9'+o9+ (9o9')+. 

Demonstration. Pour etablir les deux annulations, par IIBer96bl 4.3.12], il suffit de le voir en dehors des diviseurs, 
ce qui nous ramene au cas deja etudie de IICar09al oil la compactification partielle est lisse. Les factorisations s'en 
deduisent par stabilite de la surcoherence par image inverse extraordinaire et foncteur cohomologique local a support 
propre. La transitivite pour la composition de morphismes resulte de celle des foncteurs images inverses extraordinaires 
et des isomorphlsmes de commutation de F image inverse extraordinaire aux foncteurs extensions et restrictions (voir 
EarOl). □ 

Notations 3.1.8. Soit 9 = {f,a,b) : C?' ,T' ,X' ,Y') (CP, r,X,F) un morphisme de quadruplets Hsses en dehors du 
diviseur 

• On dispose du foncteur image inverse 

9* : isoc^(y,x//:) ^isoc^(y',x7/:). (3.1.8.1) 

qui d'ailleurs ne depend canoniquement que de {a,b) (voir IILS07I ). Lorsque a^^{Y) = Y\ ce foncteur ne depend que 
de a et se notera a*. 

• Avec les notations de la proposition 13.1.71 lorsque T' = f^^(T), on remarque que les foncteurs (^7"') dans 
les expressions 13 . 1 .7. T] et 13 . 1 .7T2l sont inutiles. Dans ce cas, s'il n'y a aucune ambiguite sur b et /, on notera alors 
respectivement fl- et a+ a la place 9 et 9+. 

Lemme 3.1.9. Avec les notations de \3.1.2\ notons « ? » I'un des symboles « * », « » ou « ft »■ SoltY V adherence de 
Y dans X. Solent Fi , . . . , /es composantes Irreductlbles de Y et Y i, . . . ,Yn leur adherence dans X. 

1. On dispose de I'egallte {F-)lsoc\V,T,Y /K) = {F-)lsoc- {7,T,X /K). 

2. On dispose d'une equivalence canonlque de categories : (F-)Isoc'(CP, T,X /K) = (F-)lsoc''(CP, T,Yr/K). 

Demonstration. Traitons d'abord la premiere egalite. Commengons par le cas ? = **. L'inclusion de la premiere 
egalite est evidente. Reciproquement, soit £ G {F-)lsoc**{'J',T,X /K). Par stabilite de la surcoherence par foncteur 
cohomologique local (voir IICar04ll ), on dispose alors du morphisme canonique Rrl(£) — > £ de complexes a coho- 

mologie bornee et T>y (^r)Q-surcoherente. Comme c'est le cas en dehors de T (car Y\T = Y), avec IIBer96b ! 4.3. 12], 
ce morphisme est alors un isomorphisme. Le faisceau £ est done a support dans Y. D'ou l'inclusion inverse. Avec la 
deuxieme remarque de 13. 1.41 on en deduit par dualite la premiere egalite lorsque ? = II resulte des deux premiers 
cas celui ou ? = ft- 

En utilisant de meme le theoreme ||Ber96bl 4.3.12], on verifie que le foncteur ©^^RFi induit I'equivalence de 
categories : {F-)lsoc^ {7,T,X /K) ^ -)Isoc-(T, rj^r/ZT) pour ? = oupour ? = ft- Le dernier cas s'en deduit 

par dualite (plus preclsement, I'equivalence de categories est donnee par Dj- o (©^jMrl ) o Dj-). □ 

Remarques 3.1.10. Le version rigide du lemme [?. 1.91 est deja connue (voir IILS07II ou IIBer96all ). Plus preclsement, 
avec les notations de |3.1.91 on dispose de I'egalite {F-)lsoc''{Y,Y /K) — {F-)Isoc\Y,X /K) ainsi que de I'equivalence 
canonique de categories : {F-)lsoc^{Y,X/K) = ®';!^^{F-)lsoc'{Yr,Yr/K) 

Lemme 3.1.11. Solent f : y' T un morphisme propre de V-schemas fonnels separes et llsses, X un sous-schema 
ferme de P' tel que le morphisme Indult X P soit une Immersion fermee, Y un ouvert de X, T un diviseur de P tel 
que T' := f^^{T) soit un diviseur de P' et tel que Y = X\ T (et done Y =X \ T'). On suppose Y llsse. 
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1. Soient£,e {F-)lsoc*{'P,T,X /K), J e {F-)lsoc**{'P,T,X /K). Soit S {F-)lsoc'' (V ,T' ,X' /K)), avec7 = * ou 
? = Pour tout entier j \ {0}, les egalites suivantes sont alors verifiees : 

%'(D7./Rr^/'D7-(£)) = 0, ?{^'(Kr^/'(j)) = 0, ■Kj{f+{e')) = o. 

2. Les foncteurs RF^/' ( resp. Dy/RF^/'Dj j ef /+ induisent des equivalences quasi-inverse s entre les categories 
{F-)lsoc**{y,T,X/K) et {F-)lsoc**{y',T',X/K) (resp. {F-)lsoc*{'J',T,X /K) et {F-)lsoc*{'J" ,T' ,X /K)). 

Demonstration. Les autres annulations de ^ etant deja connues (voii' l3.1.7] l. traitons la derniere. Par 0Ber96bl 4.3.12], 
il suffit de le verifier en dehors de T, ce qui nous ramene au cas X est lisse et T est vide. Comme cela est local 
en CP, supposons P affine. Dans ce cas, on dispose de relevements u' : X ^ 7' et u : X ~> 7 de X ^ P et X' ^ 
P' . Par hypothese, il existe S un Q-module coherent, 0^,Q-coherent tel que £' — > m+(S)- D'oii /+(£') — > 
M+(S). Comme u est une immersion fermee, le foncteur u+ est exact. Cela entrame done que, pour tout /' G Z \ {0}, 
Jf>(/+(£'))=0. 

Traitons a present (|2|i. Supposons ? — Comme / est propre, on dispose des morphismes d'adjonction /+ o 
RF^/' (?) et £' — > RFx/' (^') °/+- Ces morphismes sont des isomorphismes en dehors respectivement du divi- 
seur T et T' (en effet, comme cela est local, on se ramene alors au cas oil Ton dispose de relevements de X ^ P), par 
0Ber96bl 4.3.12], ce sont done des isomorphismes. D'oil le resultat. □ 

Remarques 3.1.12. Le lemme U.l.lll sera generalise (le morphisme / n'y etant plus forcement propre, le diviseur 
T' etant plus independant de T) en 15.4.11 Neanmoins, avant d'etablir ce cas plus general, cette premiere etape sera 
utilisee pour construire les morphismes d'adjonction au cours de la preuve du lemme l5".2.4l (plus precisement en fait, 
au cours de la preuve du lemme l5!2.3l qui permet d'etablir [5.2.4l i. On en deduira que la categoric (F-)Isoc* ( T, T,X/K) 
ne depend que du couple {Y,X). 

Lemme 3.1.13. La categoric Isoc* (7, T,X/K) est stable par noyau, image, conoyau. 

Demonstration. Soit (|) un morphisme de lsoc*{'J',T,X/K). Comme la categoric Isoc^ (F, F/A") est stable par noyau, 
image et conoyau, via I'equivalence de categories spy^^^ : Isoc^ (F, F/ZT) = Isoc^^(il, F/ZT) de IICar06al 6.2.2], il 
en resulte qu'il en est de meme pour lsoc^^(il,F//r). Si £ est le noyau ou I'image ou le conoyau de (|), il en resulte 
que, pour tout entier j ^ 0, le faisceau M-'(D(£|il)) = (voir l3.1.4] l. Par ||Ber96bl 4.3.12], il en resulte que, pour tout 
entier j ^ 0, le faisceau W3t{£) — 0. On en deduit que le noyau (resp. I'image, resp. le conoyau) de (|) est le conoyau 
(resp. I'image, resp. le noyau) de Dt{(^). Or, comme B7'((|)) est un morphisme de Dy (^r)Q-modules surcoherents, son 
noyau, son image, son conoyau sont Dy (^r)Q-surcoherents. □ 

Notations 3.1.14 (Morphisme fini et etale en dehors des singularites). Soit le diagramme commutatif 



y(0)C 



,■(0) 



.^(0)C 



y(o) 

/ 



(3.1.14.1) 



oil le carre de gauche est cartesien, / est un morphisme propre, lisse de V-schemas formels separes et lisses, a est 
un morphisme propre surjectif de ^-varietes, b est un morphisme fini et etale de ^-varietes lisses, j et sont des 
immersions ouvertes, u et m'*^' sont des immersions fermees. On suppose en outre qu'il existe un diviseur T de P tel 
que F = X \ r. On note il := T \ T, := (r), ^C'' \ r'") et g : il'"' ^ il le morphisme induit par /. 

3.1.15 (Foncteur b+ adjoint a droite et a gauche de b^). On garde les notations de l3. 1.141 

• D'apres IICar06al 6.2.2], on dispose de I'equivalence de categories spj.^^^ : Isoc^ (F,F//r) ^ lsoc^^(il,F//r). 
D'apres IICar09all . les foncteurs de la forme spy^y commutent aux foncteurs duaux respectifs et aux images inverses 
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(exti-aoi-dinaires).Les deuxfoncteurs Z?' :=Kr]^(o, og- etb+ :='Domi^^^^^^ og'oDdeIsoc''"''(il,F//:) ->Isoc'''+(llW,}'('')//:) 
sont done isomorphes. On dispose ainsi du diagramme eommutatif (a isomorphisme eanonique pres) : 

sPy(0)^,,(O) , 

Isoe+ {Y (0) , Y (0) /K) ^ ^ Isoe^^ (ilC) ,Y/K) (3.1.15.1) 



b+ 



Spy^^ _|_ 

Isoe'^ (F, Y /K) — *- Isoe'^''' (il, Y /K) . 

• En outre, comme b est fini et etale, le foncteurg+ se factorise de la maniere suivante g+ : Isoc^' {ii^^\Y^^yK) — ^ 
Isoc^^iiJ/K). En effet, comme cela est local en il, on peut supposer il affine. Via le theoreme de Berthelot- 
Kashiwara, on se ramene au cas ou Y — U F'"' = U'^^K Dans ce cas, comme g est fini et etale, le foncteur 
preserve la ©^-coherence ainsi que la 0-coherence. On notera b+ cette factorisation. 

• Comme g- est adjoint a droite de g+, on verifie que le foncteur est adjoint a droite de b+. Comme g est propre, 
grace au theoreme de dualite relative, on en deduit que le foncteur est adjoint a gauche de b+. 

• Comme b- il en resulte que b- est adjoint a gauche de b+ et que b^ est adjoint a droite de b+. 

Remarques 3.1.16. Avec les notations de 13.1.151 comme b est fini et etale, on dispose du foncteur image directe 
b* : Isoc\Y^'^\Y^^'>/K) Isoc'' (Y ,Y / K) (voir fTsu02l 5]). Le foncteur b* est adjoint a gauche du foncteur b^. Par 
unicite des foncteurs d'adjonction, on obtient le diagramme eommutatif (a isomorphisme eanonique pres) : 

— ^ wi'(ii(<'),y//:) (3.1.I6.1) 



bt 



Isoc'^ (Y, Y /K) — ^ Isoc'^''' (il, Y /K) , 

de telle maniere que les morphismes d'adjonction soient compatibles. Mais nous n'aurons pas besoin de ce fait. 

Afin de definir [372.2l nous aurons besoin de la notion d' image directe par un morphisme fini et etale en dehors des 
singularites surconvergentes definie dans la proposition ^ . 1 . 1 7l ci-dessous. 

Lemme 3.1.17. On reprend les notations de \3.1.14\ 

1. On dispose des factorisations f+ : Isoc* {y^^\T'^^\x'^^'^ / K) Isoc* {7 ,T ,X / K) et a+ := Dj.(o) o Mr^^p, of o 

Dr : lsoc*{7,T,X/K) lsoc*{y^°\T^°\x^°^ /K). En posant Q = (f,a,b), on note 9+ /+. S'il n'y a pas 
d'ambigu'ite sur le prolongement f de a, on pose a+ : — /+. 



o 



2. Le foncteur fl+ est adjoint a droite de a . On notera adj^, les morphismes d'adjonctions Id — > fl+ o «+ et 
a+ — > Id. Ces morphismes d'adjonctions sont transitifs pour la composition de diagramme de la forme \T.1.14.1\ 
et satisfaisant les conditions requises. 

Demonstration. Traitons d'abord[T] La seconde factorisation est deja connue (voir la factorisation 13.1 .7!2l et les no- 
tations de |3.1.8l l, verifions a present la premiere. Soit G Isoc* {'J'^^\t^^\x^^'^ /K). Comme / est propre, /+ com- 
mute au dual et la (sur)coherence est preservee par /+. On en deduit que est coherent et Dj- o/^_(£(*')) est 
surcoherent. Or, /+(£(''))|il ^ ^+ lil*"*)). D'apres le deuxieme point de 13 .1.1 51 il en resulte que /+(£(''))|il e 
lsoc'^ii,Y/K), i.e., /+(£(''))|ilest dans 1' image essentielle de spy^y^. Par |Ber96bl 4.3.12], il en resulte aussi que 
/+(£("') est un module. On obtient ainsi la factorisation de /+ demandee. 

On obtient canoniquement les morphismes d'adjonction entre a+ et «+ de la maniere suivante : comme le foncteur 
/+ est adjoint a gauche de /■ (pour les complexes surcoherents) on obtient le morphisme /+ of - oDj- Dj-. Via 
le morphisme eanonique IRr^(o) ^ W, on obtient par fonctoriaUte /fML^joj o/' oDr ^ Dj. Avec le theoreme de 

bidualite et de dualite relative, il en resulte par application du foncteur le morphisme Id Dj- o Dj- Bj- o 
Z+Mr^joj of' 0D7- — > oD^(o) oMF^jQj of- oBt-. On obtient ainsi le morphisme Id ^ a+oa^ . En utilisant les 
memes proprietes, on construit le morphisme d'adjonction a^ oa+ ^ Id. □ 
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Remarques 3.1.18. Nous conservons les notations de 13. 1.171 Soit T un diviseur de ? contenant T . Posons T^^^ : = 
f-^ (f), b : (X'O) \ f ('^)) ^{X\f) le morphisme induit par fl, = {f,a,b) et 9 = {f,a,b) les morphismes de triplets 
lisses en dehors du diviseur correspondants. 

Comme les foncteurs duaux commutent aux extensions des scalaires (voir flVirOOl ). on dispose des foncteurs 
(tf) : lsoc*CJ',T,X/K)^lsoc*{y,f,X/K)et (^fW) : Isoc* rC),^^//:) ^ Isoc*(5'W, fW,X(0)//:). 

Or, les foncteurs images inverses extraordinaires et images directes commutent aux foncteurs extension (voir 
OCar09al 2.2.18]). On en deduit que les foncteurs 9+ et 9+ de 13 . 1 .7l et 13 . 1 . 1 7l commutent aux extensions des scalaires, 
i.e., on dispose des isomorphismes canoniques 9+ o CIT) (T^'^)) o 9+ et 9+ o ('''r'''') (^T)oB+. 

3.2 Descente finie et etale en dehors des singularites surconvergentes 

Notations 3.2.1. Dans toute la suite de cette section |T2l nous reprenons les notations et hypotheses de 13.1.141 De 
plus, notons T^) := T*") xy T^, ^P) y{0) xy jC) xy jW, /i,/2 : les projections respectives a 

gauche et a droite, /,;■ : T^^' CP''' les projections sur les facteurs d'indices ij pour / < j. De meme, on note 
:=X('') XxX^°'>,X^^'> :=XW Xx^C) XxXW,fl,- : X*'' : x'^) ^x(') les projections canoniques ; de 

meme en rempla9ant respectivement a par et X par y. On note T^^' := /j^' (r'"') = f^^{T''^^), T^^'^ '■= fn (T^^^) = 

Definition 3.2.2. On definit la categoric Isoc* , T^'\x^'^ /K) de la maniere suivante : 

-ses objets sont les faisceaux £'"' G lsoc*(3'(''', munis d'une donnee de recollement, i.e., d'un iso- 

morphisme dans lsoc*(J'('\r('',x(''/A') de la forme 9 : fl^(£''''') «]'"(£'''') satisfaisant la condition de cocycle : 

01*3(9) — a\2i^) °'^73(Q) (cela a bien un sens grace a la transitivite de la proposition ^ . 1 . 1 7l i. 

-ses morphismes (£'^'^',9) (J''"',!) sont les morphismes Dy('r)Q-lineaires iSf : £'*'' commutant aux 

donnees de recollement, i.e. tels queTofl^((|)) —a'\{(Sf)oQ. 

Lorsque les diviseurs sont vides, comme d'habitude on ne les indique pas. 

3.2.3. On dispose du foncteur iLoc : lsoc*(J',r,X//i:) ^lsoc*(a'('\r('),x(*V/:) defini par £ i-> («+(£), 9), ou 9 est 
I'isomorphisme induit par la transitivite pour la composition des foncteurs de la forme a+ (voir |3.1.r7] i. 

3.2.4. On construit le foncteur 'Jlecol : Isoc* {y'-'\T^'\x^'yK) -> Isoc* {y,T,X /K) de la maniere suivante : soit 

(£(°\ 9) G Isoc* (T**) , /K). Posons a:=aoa\ =0002. On beneficiedu morphisme compose : fl+(£'''') — i 

5+ ofl]^(£(")), oil le premier morphisme est induit par adjonction (voir l3. 1.1712b . On dispose 

d'un second morphisme compose : ^2 ■ fl+CS'"^) 0^002+002 fl+oflJ(£('')) d^oa^[8.^^'>). On pose 

/ \ 
alors 3?ecoZ(£(''\ 9) :=ker a^(£(°)) ^ a+oa+(£W) . Avec[in3]et|3JJJl on verifie que 3lecoZ (£<"', 9) G 

lsoc*{7,T,X/K). 

Remarques 3.2.5. Soient T un diviseur de 7 contenant T et T^*^' :— f^^T). Via la remarque de 13. 1.181 on verifie 
que les foncteurs Hoc de l3.2.3l et Jlecol de 13 . 2 .41 commutent aux extensions des scalaires, i.e., on dispose des isomor- 
phismes canoniques Jlecol o (trC^)) (tj^'j oJlecol et Loco (J'T) (+7(0)) oiLoc (les foncteurs Hoc et Jlecol 
indiquent soit les foncteurs de l3.2.3l et l3.2.4l soit les memes en rempla9ant T par T). 

Avant de considerer le cas general de cette sous-section, traitons d'abord la descente finie et etale des isocristaux 
convergents sur les fc-schemas lisses, ce qui correspondra a ce qui se passe en dehors des singularites surconvergentes : 

Lemme 3.2.6 (Situation en dehors des singularites surconvergentes). Posons b = bob\ = bob2- Les foncteurs Loc : 
lsoc*{H,Y/K) lsoc*(il^'\Y^'yK) et Jlecol : lsoc*(it(*),y(*' /K) Isoc* {ii,Y / K) definis respectivement en \3U\ 
et \3.2.4\ sont quasi-inverses. 

Demonstr ation. Soient £ G Isoc* (iX, F et (£< "), 9) G lsoc*(il(*),y(*V^r). D'apres les etapes 1.1) et 11.1) de la 
preuve de 13.2.71 (ces deux etapes n'utilisent pas 13.2.6b . on dispose des morphismes £ — + Jlecol o iLoc(£) et fe+ o 
3?eco/(£(''),9)^£('').La verification que le premier (resp. second) morphisme est un isomorphisme (resp. commute 
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aux donnees de recollement et est un isomorphisme) est locale. Via le theoreme de Berthelot-Kashiwara, on se ra- 
mene alors a supposer Y = U et f'"' = Dans ce cas g — b est un morphisme fini et etale et (resp. est 
canoniquement isomorphe a bt (resp. b*). De meme en rajoutant des indices / ou ij. 

Dans le cas oh g — b, via la theorie classique de la descente fidelement plate, on verifie les assertions suivantes : 

1 . La categoric lsoc'^^Y,Y/K) est equivalente a celle des objets G 1soc''"''(F(°),f(''V^) 

munis d'une donnee 

de recollement, i.e., d'un isomorphisme 9 : bl{8.^'^'^) — > (£'-''^) satisfaisant la condition usuelle de cocycle. 

2. Le foncteur quasi-inverse de cette equivalence de categories est donne par le foncteur recollement defini en 



posant 3?eco/ (£("), 9) =ker bJE.^^^) ^ b.obl(E^^^) Lou(j)i : b^E,'^'^'') ^ b,obuob\{E^°'>) 



b^ o 



^|(£(0))etou(^2 : /7*(£(0') 0^2* ofe*(£W) ^ o/7*(£W) ^ o/7|(£(o)). 



3. Le morphisme induit par adjonctioni'*3leco/(£'^'^\ 9) (£^''',9) est un isomorphisme qui commute aux donnees 
de recollement (voir par exemple, IIMilSOl Debut de la page 19]). 

□ 

Proposition 3.2.7. Les foncteurs Locet Hecol induisent des equivalences quasi-inverses entre les categories lsoc*(J', T,X /K) 
et lsoc*(TW,rW,xW/7i:). 

Demonstration. I) Soit £ G lsoc*(3', r,X//r). Etablissons I'isomorphisme canonique £ Dleco/ o £,oc(£). 
1) Construction de ce morphisme : on pose (£'"' , 9) := iLoc(£). Considerons le diagramme ci-dessous : 




-(£(")) 



-(£). 



(3.2.7.1) 



Le triangle du milieu du bas est commutatif par definition de 0+ o a 1+ o «+(£("') — > 0+ o «+(£). Le triangle de droite 
du bas est commutatif par definition de I'isomorphisme 9. Par transitivite du morphisme d'adjonction, le rectangle 
gauche du diagramme est commutative. Pour la meme raison, le contour de l3.2.7.ll est commutatif. Dans le trapeze du 
haut a droite, on remarque que le compose fl+(£'^'')) ^ oflj^(£('')) passant le bas (resp. le haut) est (|)i (resp. ^2}- On 
en deduit la factorisation : £ Jlecol o £oc(£). 

2) Verifions a present que celui-ci est un isomorphisme. D'apres IIBer96bl 4.3.12], il suffit de I'etablir en dehors 
de T . On se ramene ainsi a la situation oil T est vide, i.e. au cas oil 11 = IP, i.e., a la situation sans singularites 
surconvergentes de l3.2.6l D'oil le resultat. 

II) Reciproquement, soit (£^,9) £ Isoc*(a'('\r(*),X(*V-'^) et verifions I'isomorphisme /Loco3?eco/(£(°\9) ^ 
(£(0),9). 

1) Construisons canoniquement ce morphisme. Par definition, on dispose de I'inclusion 3?eco/(£^''\9) C «+(£'•*''). 
Par adjonction, il en resulte le morphisme (|) : a+ oIReco/(£'"-',9) t^^K 

2) Notons T la donnee de recollement de a+ o D^ecoZ (£ , 9) telle que {a+ o Jiecol{e^°'> ,d),l)^Loco Jlecol{E^'''''> , 9) . 
II s'agit de verifier que c|) est un isomorphisme commutant aux donnees de recollement respectives, i.e., tel que 
'CoaJ((|)) = fl[^((|)) o9. Par ||Ber96bl 4.3.12], il suffit de I'etablir en dehors de T, ce qui nous ramene a la situation 
de [3X6l □ 

Corollaire 3.2.8. Avec les notations de \3.2.1\ on suppose en outre X^^^ lisse sur k. On beneficie alors des egalites : 
Isoc* {y, X/K)= hoc** {y,T,X/K) = hoc'''' {y,T,X/K). 
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Demonstration. Avec la seconde remarque de l3.1.4l il suffit de prouver I'egalite Isoc*(a', T,X/K) = Isoc'''^(5', T,X/K). 
Comme le foncteur spj^^j^^ commute aux foncteurs duaux respectifs, on obtient Tinclusion (pleinement fidele) 
Isoc*(a',r,X//i:) Dlsoc'^'(5',r,X//i:). Reciproquement, soit £ e Isoc*(T, r,X/ii:). Posons a' :=Rr^,o, o/'. Comme 
©^(S) est By (^r)Q-surcoherent, par stabilite de la surcoherence par image inverse extraordinaire et foncteur cohomo- 
logique local, fl'(lD)7-(£)) est DJ,,,,, (' r(°))Q-(sur)coherent. En outre, le faisceaufl'(D7-(£))|ll(°) est dans I'image essen- 
tielle de spj,(o)^y(o) ^. Or, comme x'"^ est lisse, on dispose de la caracterisation de MCar09al 2.5.10] de I'image essen- 
tielle du foncteur sp^(o)^y(o) j,(o) ^. Ilenresulte aussitot quea'(]D)7(£)) est dans I'image essentielle de sp^(o)^y(o) j(o) _|_ 
D'apres ICar06ai 6.1.4], il en decoule que a'(D7'(£)) verifie la propriete Pg,(o) j{o) definie dans [ Car06al 6.1.1]. 
Cela implique en particulier que a+(£) est 2)^(f,| (' r'^''^)Q-surcoherent et (grace de plus a I'isomorphisme de bidua- 
lite) que a^{a^{E)) est (^(r(')))Q-surcoherent. Par preservation de la surcoherence par noyau et par image 
directe par un morphisme propre, il en resulte que Jlecol o !ioc{8,) est By (^r)Q-surcoherent. Or, d'apres [3.2.71 
£ Jlecol o Loc{£.). D'oil le resultat. □ 



3.3 Pleine fidelite du foncteur extension 

Avec les notations |3.1.2| le theoreme suivant est 1' analogue du theoreme de Tsuzuki 0TsuO2| 4. 1 . 1 ] ou de la version 
etendue de Kedlaya de ||Ked07l 5.2.1] : 

Theoreme 3.3.1. Soient J" un V-schema formel separe et lisse, T C T' deux diviseurs de P, X un sous-schema ferme 
de P. En posant Y :— X \ T , Y' := X \ T' , on suppose de plus Y lisse et Y' dense dans Y. Le foncteur (^T') induit les 
foncteurs pleinement fidele : 

Ct') : {F-)lsoc*{y,T,X/K) {F-)Isoc*{'J',T' ,X /K), (3.3.1.1) 
Ct') : {F-)lsoc**{'P,T,X/K) {F-)lsoc**{7,T\X /K), (3.3.1.2) 
Ct') : iF-)lsoc^\y,T,X/K) {F-)lsoc^'' (y,T\X /K). (3.3.1.3) 

Demonstration. Pour alleger les notations, on omettra d'indiquer « {F-) ». Comme le foncteur Dj- (resp. Dj-/) induit 
une equivalence entre lsoc*(y,T,X/K) et lsoc**{y,T,X /K) (resp. entre lsoc*{7,T' ,X /K) et lsoc**{y,T',X/K)), 
comme on dispose de I'isomorphisme canonique Dj-/ o (^T') — > Ot') o Dj-, il suffit de verifier [3.3. 1.21 

Soient £i, £2 deux objets de {F-)lsoc**{7,T,X /K). Posons ii:=V\T,U' := J'\r'. Via le lemme[3T9]et la 
remarque l3. 1.101 on se ramene au cas oil Y est integre et dense dans X. 

1) Pour tout i — 1,2, le morphisme canonique £; — > S.i{^T') est injectif. 

Preuve : soit £.'■ le noyau de £,■ £,(^r'). Par ||Ber96b[ 4.3.12], comme est un DJ, (^r)Q-module (sur)coherent, 
il suffit d'etablir que £.|il — 0. On se ramene ainsi au cas ou T est vide. Dans ce cas comme X — Y est lisse et que 
r assertion est locale en V, on peut supposer qu'il existe un morphisme X ^ T de V-schemas formels affines et lisses 
relevant X ^ P. Comme Y' est dense dans Y =X, T' ne contient pas X et done T' OX est un diviseur de X (car X 
est integre et lisse). En utilisant le theoreme de Berthelot-Kashiwara, il en derive que les foncteurs Mj-/ + et Uj, (resp. 
M+ et u ) induisent des equivalences de categories quasi-inverses entre Isoc** {X,T' HX ,X /K) et Isoc** {V,!' ,X /K) 
(resp. entre lsoc**{X,X /K) et lsoc**{'J',X/K)). On se ramene ainsi a traiter le cas oh X = P (P est toujours affine 
et T vide). Or, la categorie Isoc**(J',f /A") est egale a la categorie des D^Q-modules coherents, Oy.Q-coherents. 
Via r equivalence canonique entre cette categorie avec celle des isocristaux convergents sur P (via I'image inverse 
par le morphisme de specialisation : voir IIBer96b[ 4.1.4]), grace aux theoremes de type A pour les Oy Q-modules 
coherents, on verifie que les objets de Isoc** {V , P / K) sont plus precisement des Oy,Q-modules projectifs de type fini. 
En particulier, £1 et £2 sont des Oy^Q-modules projectifs. Comme le morphisme canonique Oy,Q Oy{^T')Q est 
injectif, il en est alors de meme de £,■ £,(^r'). 

2) II resulte de I'etape 1) que le foncteur r3 . 3 . 1 . 21 est fidele. 

3) Soient (|) : £1 (^T') ^ £2(^7^') un morphisme de Isoc**(J', T' ,X /K).ll reste a verifier que (|) provient par exten- 
sion d'un morphisme de la forme £1 £2. D'apres I'etape 2), cela est local. On peut supposer 7 affine et muni de 
coordonnees locales. 
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4) Notons 9 r image du compose : £i ^ £iCt') ti^T'). Comme g, £2 sont des sous-CDy (^r)Q-modules 
(sur)coherents du Dy (^r)Q-module (sur)coherent £2(^7"'), le faisceau S n £2 (egal par definition au noyau de S ^ 
£-2{'T')/£.2) est aussi un sous-'Dy(T)Q-module (sur)coherent de E.2CT'). 

5) L' inclusion S H £2 C S esf un isomorphisme. 

Preuve : via ||Ber96bl 4.3. 12], on se ramene au cas oii T est vide. De plus, via le theoreme de Berthelot-Kashiwara, il 
ne coute pas cher de supposerX = P. En utilisant le theoreme de type A pour les ^-modules coherents, comme S est 

I'image du morphisme de 'Dtp ^-modules coherents de la forme £1 — » £2(^7"'), on obtient une surjection r(T, DJp q)- 
lineairer(J',£i) ^r(CP,S). Or, via le theoreme de type A pour les Oy^Q-modules coherents, r(J',£i) est r(CP, Oj^q)- 
coherent. Par notherianite de r(CP, Ojj.q), il en resulte que r(J', S) et r(J', S n £2) sont r(CP, O^.q) -coherents. Comme 
S et S n £2 sont en outre 2)^ Q-coherents, on deduit de ICar06bl 2.2.13] que S et S H £2 sont Oy.Q-coherents. Le 
morphisme S H £2 C S est ainsi un morphisme de Dy ^-modules coherents, Oy^Q-coherents. Done, S/S H £2 est aussi 
un Dy Q-module coherent, Oy Q-coherent. 11 en done associe a un isocristal convergent £ sur P (voir 0Ber96bl 4.1.4]). 
Comme S/S H £2|il' = 0, 1'isocristal convergent sur U' deduit de E est nul. Comme il' est dense dans CP, il en resulte 
que £ = 0, i.e. g/gn£2=0. 

6) On obtient le morphisme 9 : £1 ^ S < — 9 n £2 ^ £2 dont le compose avec £2 Eii'T') est egal au mor- 
phisme compose £1 ^ £i(^r') E-iCt'). Comme (^r')(e)|il' = il en resulte par fidelite de I'egalite 

(tr)(e) = ^. □ 

Remarques 3.3.2. Le theoreme l3.3.1l est faux si Y' n'est pas dense dans Y. Par exemple, si on prend CP une courbe, Y 
un point et Y' 1' ensemble vide. 

3.4 Pleine fidelite du foncteur « restriction-image inverse » (par un morphisme generique- 
ment fini et etale) 

Nous conserverons dans toute la suite de cette sous-sec tion l3.4l les notations suivantes : soit le diagramme commu- 
tatif 

;(0) „(0) 

y(o)C_!_^y(o)C_!_^^(o)C^!-^ j,(o) (3.4.0.1) 

b " / 
yC yC ^ T, 

oil les deux carres de gauche sont cartesiens, / est un morphisme propre et lisse de V-schemas formels separes et 
lisses, a est un morphisme propre, surjectif de A:-varietes, b est un morphisme de A:-varietes lisses, c est un morphisme 
fini et etale, I, j et /''^ sont des immersions ouvertes, u et m'"' sont des immersions fermees, Y est dense dans Y 
et y'''' est dense dans K^"'. On note j : Y '-^X et : F^"' ^X^^^ les immersions ouvertes induites. On suppose en 
outre qu'il existe un diviseur T (resp. f ) de P tel que 7 = X \ T (resp. ? = X \ f ). On note H := CP \ T, T^^f ■.= f-^{T), 
:= 33(0) \ 7(0) • y(0) —^^Iq morphisme induit par/. De meme en rajoutant des tildes (e.g. on pose il CP\ T 

etc.). 

Notons CPC) : = CP(°) x y CP(°), CP'^) := CP'") x y CP'") x y CP'"), /i ,/2 : CP^) -> CP(°) les projections respectives a gauche 
et a droite, fij : CP'^' CP^'^ les projections sur les facteurs d'indices i,j pour ; < j. De meme, on note X''^ : = 
xxX^°\x^^^ XxX^^'> XxX^^K a,- : X^^'> ^ X^^\ aij : x'^) ^X*') les projections canoniques ; de meme 

enrempla9antrespectivementfl par ou c etX par F ou Y. On note T^^' f[\T^^'')Uf2^ {T^°^), r'^) — /j-' (r^)) U 
/23'(r")) U/f3' (rO) ; de meme avec des tildes. 

Leirnne 3.4.1. Le foncteur canonique 

(fl+, IH) : lsoc*(CP,f,X//:) ^Isoc* ff^U^''^^) /^^l^oc* {iX,Y /K) (3.4.1.1) 

est pleinement fidele. 
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Demonstration. Comme le foncteur |il est fidele, le foncteur (a+, est fidele. II reste a etablir que cette fidelite est 
pleine. Soient £i,£2 e Isoc* {T,f ,X /K). En posant fif := fl+(£i), fif' := ^+(£2) soient (^(°) : fif' ^ gf' et \|/ : 
£1 |it ^ £2|li deux morphismes induisant canoniquement le meme morphisme dans Isoc*(lt(''\F'''' /K). Considerons 
lecarrede lsoc*{?^^\f^^\xW /K) : 

-«+(£f)) (3.4.1.2) 



4 (,!,(«)) 



ou 01 et 02 sont les isomorphismes canoniques induits par transitivite (voir l3.1.7l i. Comme les morphismes (j)^"^ et \|/ 
sont compatibles, le diagramme l3.4.1.2l devient commutatif apres application du foncteur Grace a la proposition 

l|Ber96b. 4.3. 121. on en deduit la commutativite de l3.4. Ol On dispose done du morphisme (j)^*^^ : (£j*'\0i) ^£2"'', 02) 
de Isoc* (?(•), f(*\x(*V^:). Or, pour / = 1,2, on a par definition £;0c(£,) = {£f \Qi). Comme le foncteur Loc est 
pleinement fidele (voir l3.2.7] i, il existe un morphisme (|) : £1 ^ £2 tel que £jOc{(^) — (1)'"^ i.e., = (j)'"'. Comme 

Loc{(^\iX) ~ (j)'"'!!!'"' = £oc(\|/), pai- fidehte de Loc, il en resulte que = \|/. On a done verifie = 
(^(0),^). □ 

Proposition 3.4.2. Le foncteur canonique 

: lsoc*i'J>,T,X/K)^lsoc*iy^''\T^''\x<^°^K) x^^^^.^^^o)j(o)/K)^soc*{!d,Y/K) (3.4.2.1) 

est pleinement fidele. 

Demonstration. Afin de faire la distinction entre les deux foncteurs «+, notons = (f,a,b) et = (f,a,c) les mor- 
phisme de triplets lisses en dehors du diviseur. Considerons le diagramme suivant 

isoc*(5',r,x//i:) ^^isoc*(5'W,r("),x«')/i:) Xj^^^.(^,o,_y(o,/^)isoc*(ii,F//:) (3.4.2.2) 



((trC)),!!!) 



Isoc*(T,r,X//r)— Isoc*(T(o),r(o),x(o)/^)Xj^^^,(^,o,p,o)/^)Isoc*(U,y/^^ 

D'apres IICar04L les foncteurs extensions commutent aux images inverses extraordinaires et foncteurs cohomologiques 
a support propre dans un sous-schema ferme. D'apres Virrion (voir BVirOOl ), les foncteurs extensions commutent 
aux foncteurs duaux. On en deduit la commutativite a isomorphisme canonique pres du diagramme 13.4.2.21 Comme 
d'apres [3.3.1l (resp. 13.4. Il l le foncteur de gauche (resp. du bas) est pleinement fidele, il en est alors de meme de celui 
du haut. □ 

3.5 Une equivalence de categories induite par le foncteur « extension-image inverse » 

Dans cette section, nous reprenons les notations et hypotheses de la section [3l4l 
Lemme 3.5.1. Le foncteur canonique 

Ct)) : Isoc*(J',r,X//r) ^Isoc*(T(0),r(''U^"V^) Xisoc*(3>(o)T(''),x(o)/if) f,X/^:) (3.5.1.1) 

est pleinement fidele. 

Demonstration. Comme le foncteur (' T) est fidele, {^T)) est fidele. Comme i^T) est pleinement fidele (voir le 
theoreme l3.3.1l l et comme (^r'"^) est fidele, on verifie que la fidelite de («+, (^T)) est pleine. □ 

Lemme 3.5.2. On suppose X lisse. Soit £ G \s.oc*{'yj,X/K). Alors £ ^ Im {oToBf o ('f){£,) (■^f)(£)). 
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Demonstration. On note a les morphismes induits par fonctorialite par Id Ct). Comme X est lisse, d'apres 
IICar06al 6.1.4], £ verifie la propriete Pyj (voir la definition r Car06al 6.1.1]). Via fTjTSl il en resulte que Dr(£(^f )) 
est un 'Dlp('T)Q-module surcoherent. Comme la categorie lsoc*(J', T,X/K) est stable par le foncteur Dj- (voir |3.1.3] l. 
on en deduit de meme que Dj- oD~(£('^r)) Dr o CT)(Bt{£-)) est un Dy(^r)Q-module surcoherent. On definit 
comme egale a I'image du morphisme canonique compose de 2)3p(' r)Q-modules surcoherents : 

J:=lm(BToBf{£.Cf)) Cf)oBToBf{8.Cf)) Bf oBf{£.Cf)) efr)) . (3.5.2.1) 

Comme le morphisme 13.5.2.11 est un isomorphisme en dehors de T, il en est de meme du morphisme canonique 
p : £(^r) de Dy(^r)Q-modules coherents (qui factorise par definition I'inclusion canonique J' C £(^r)). 

Par 0Ber96bl 4.3.12], ce morphisme p est done un isomorphisme. 

D'apres I'etape 1) de la preuve de 13.3.11 comme £,I1)7'(£) G lsoc**{'J',T,X /K), les morphismes canoniques a : 
£ ('r)(£) et a : IS)t{£-) — >■ (^r)(D7(£)) sont injectifs. Grace a ll. 2. 61 en lui appliquant D7, on obtient la surjection 
a* : ISt(''T){IS)t{£-)) D7'ID)7-(£). Comme le morphisme (' T){a*) est un isomorphisme en dehors de T, celui-ci est 
un isomorphisme. On obtient par fonctorialite la commutativite des carres du bas du diagramme suivant : 

(tf)oD7-oD^((1'f)(£)) — ^D^o]D)^(('f)(£)) (3.5.2.2) 



(tr)oD7-o©==o(+r)(£) — ^ (tr)o]D)7-o(tr)(©7-(£)) -r^ Ct)oBt{Bt{£.)) ('r)(£) 

{'T){a') 



■oD^o(+r)(£) 



■o(tr)(Pr(£)) 



D7-(lD)7-(£)) 



oil les isomorphismes horizontaux du carre du gauche (resp. de droite) sont induits par les isomorphismes o 
(^r)(£) — > {^T){ISt {£■))■ Pour valider la commutativite du trapeze (en haut) de 13.5.2.21 comme tous termes sont 
des CDy (^r)Q-modules coherents, il suffit alors via [Ber96b, 4.3.12] de I'etablir en dehors de T, ce qui est imme- 
diat car le foncteur (^T) (resp. D^) est canoniquement isomorphe en dehors de T a I'identite (resp. a Dj) et car les 
morphismes de la forme a ou a* sont alors canoniquement egaux a I'identite. 

On constate que le compose de 13.5.2. fl correspond au compose passant par la gauche puis le haut de 13.5.2.21 On 
obtient alors le diagramme commutatif ci-dessous : 



1>T o - 



»f(£Cn) 



5^ 



£(tr) 



(3.5.2.3) 



Dt oBf {Ct){£)) £^^ (tr)(£), 

dont la fleche surjective du bas a gauche est le compose du bas de 13.5.2.21 II en resulte I'isomorphisme canonique 
£. □ 

Lemme 3.5.3. Soient Ei, £2 deux T>lp{^ T)Q-modules surcoherents tels que Bj {E\) ,Bt {E2) soientDy(''T)Q-surcoherents. 
Soit (|) : £1 — > £2 Mn morphisme T)Q-lineaire. Notons £ le noyau de et J' son image. Alors £, 3-C'^I3t{£-), 3^, 
'K^Bt{3^) sont surcoherents et holonomes en tant que Dy(''T)q-modules. 

Demonstration. Le Theoreme ll.3.8l implique que £1 et £2 sont Dy (^r)Q-holonomes. Avec ll.2.T2l et ll.2.Tn on valide 
alors la partie du lemme qui concerne la dJ, r)Q-holonomie. De plus, comme la surcoherence est stable par noyau et 
image, £ et sont 'Dj(^r)Q-surcoherents. Comme IK'D7-(£2/!?) — (voir ll.2.6l l, en appliquant IK^Dj- a I'injection 
^ £2, on obtient la surjection 'K^IS)t{£-2) 'K^Bt{3^). En appliquant le foncteur IK'^Dr a la suite exacte ^ £ ^ 
£1 ^ 3^ ^ 0, comme ^K-^BriE) = 0, on obtient la suite exacte ^ :H°Bt{3') :K°er(£i) 'H'^Bt{£) 0. 11 
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en resulte que ^{''©^(J) est I'image du moi-phisme JC''Dr((j)) : Ji^BjiE-i) ^ 5{°B7'(£i). Le module 5{''P7-(J) est 
done 2)y(^r)Q-surcoherent. Via la derniere suite exacte ecrite ci-dessus, on en deduit que J{^]D)t{E) est 2)5,Cr)Q- 
surcoherent. □ 

Lemme 3.5.4. On suppose X^^^ lisse. Soit G l?,oc* {y'^^^\f^^\x^^^ / K) = \?,oc**jy^^\f'^^\x^'^'^ /K) (car X^^^ est 
lisse). Ondispose alors de Visomorphisme canonique ai+oa^{£.^^^) > ai+oa[ 

Demonstration. D'apres le theoreme de desingularisation de de Jong (voir l|dJ96| ou ||Ber97| ), on dispose d'un mor- 
phisme surjectif, projectif, generiquement fini et etale a : X" ^ X^^^ tel que X" soit lisse et a^'(r('' nx'^'^) soit 
un diviseur de X". II existe ainsi un morphisme projectif et lisse de V-schemas formels separes et lisses de la forme 
une immersion fermee X" ^ CP" tels que leur composee donne le morphisme canonique X" 7^^\ 
Posons T" := a' := Rr|,„ of-, a+ := ©7.// oRr^„ of- oJ])f^o), a+ := f (notations analogues a lTTSl l. 

Comme /" est propre, on dispose du morphisme construit par adjonction : a+ o a' ^ Id. En dualisant et via le theo- 
reme de dualite relative, on obtient le morphisme W ^ a+ o a+. Or, comme a 1 o a est un morphisme de varietes lisses, 
d'apres les isomorphismes de commutation de |3.1.3l (ou voir BCar09all ). on dispose alors de I'isomorphisme canonique 
a+ o «+(£('*)) a' o a[ (£("'). On en deduit la construction du morphisme compose : 

ai+ofl+(£(<')) -^fli+oa+oa+ofl+(£(0)) «!+ oa+ o a' oa- (£(")) ^ «!+ oa- (£(")). 

Pour etablir que ce morphisme est un isomorphisme, il suffit de le verifier en dehors du diviseur T^^\ ce qui nous 
ramene au cas oil le diviseur r'"' est vide et en particulier au cas oil est aussi lisse. Dans ce cas, on dispose 
de I'isomorphisme canonique flj^(£(*')) a[ (£("') et le morphisme canonique Id ^ a+ oa+ a+a' Id de 
foncteurs definis sur Isoc^^(J'('',X(')//r) est un isomorphisme (car, comme il s'agit d'un morphisme d'isocristaux 
surconvergents, il suffit de le voir sur un ouvert dense de X'') oil le morphisme induit par a est fini et etale). □ 

Lemme 3.5.5. On suppose X^°'> /me. 5o/f (£(o\ £,p) e Isoc*(T(°\ T^.X^'^V^) ><isoc*(y(o).f (o).x(o)//f)Isoc*(T 

Alors £, Bf(e), Bt{1), ©r oBf (£) sont D^y{^T)(^-surcoherents. De plus, pour tout I ^ 0, n'Ori^) = 0, JC'Br o 
B^(£) =0. 

Demonstration. Par definition, Loc{t) est de la forme (0+ (£) , 6) (voir l3.2.3] l. Par hypothese, on dispose de I'isomor- 
phisme p : fl+(£) £('')(^r''')). Par definition de |3.2.3| du foncteur Jiecol, via les Propositions |3.2.7| et |3.5.4| £ est 
alors isomorphe au noyau d'un morphisme de la forme (|) : fl+(£('')(^r'''))) ^ d+oa[ 

Or, comme X'*^) est lisse, il resulte de IICar06a. 6.1.4] que £('') verifie la propriete Pj,(o) j.(o). Par stabilite de cette 
propriete par image inverse extraordinaire, foncteur de localisation et image directe par un morphisme propre (voir 
IICar06al 6.1.3]), il en resulte que les deux termes du morphisme (|) verifient la propriete P-y,T- Le Lemme D .5 . 3 1 nous 
permet de conclure. □ 

Notations 3.5.6. On note Isoc*(J', T D T,X/K) la sous-categorie pleine de lsoc*{'J',T,X/K) des modules £ tels qu'il 
existe S G Isoc^^(li,y/^r) et un isomorphisme de la forme £|il — > (^T n £/)(S)- 
On dispose de la factorisation (^f) : Isoc*(T, T,X/K) Isoc*(T, f D T,X/K). 

Theoreme 3.5.7. On suppose X^^^ lisse. Avec les notations de \3.5.6\ le foncteur canonique 

(«+, Cf)) : Isoc*(J',r,X//r) ^Isoc*(T(0),rW,x("V^^) XisocnymTW.xW/if) Isoc*(T, f D T,X/K) (3.5.7.1) 
est une equivalence de categories. On dispose de plus d'un foncteur canonique quasi-inverse note Jiecol. 

Demonstration. I) Le foncteur (fl+, (^T)) est pleinement fidele en vertu du Lemme l3.5.1l 
II) Construisons a present le foncteur "Jlecol quasi-inverse de i}T)). 

Soit (£(°\£,p) G Isoc*(J'W,rW,X(0)//:) Xj^^^*,y(o)^(o);f(o)/^)Isoc*(5',f D T.X/K). De maniere analogue a 
13.5.2.11 on construit grace a l3.5.5l le morphisme canonique de (^r)Q-modules surcoherents (|) : D7 oDj;(£) £ tel 



26 



que de plus D7'((|)) soit aussi un morphisme de 'Dj,(^r)Q-modules surcoherents. On definit alors un 'Drp(^r)Q-module 
£ en posant 

£ ■.= Jiecol{8,^^\l,p) :=Im((^). (3.5.7.2) 

D'apres le Lemme [3.5.3l £ et Dr(£) sont des 2)^ (^r)Q-modules surcoherents. De plus, en se rappelant de la definition 
13.5.61 il resulte de |3.5.2| que £|il G Isoc*(il,y/A'), i.e. est dans I'image essentielle du foncteur spy^j^ ^. Nous avons 
done prouve que £ e Isoc*(J', T,X /K) (et meme que £ G Isoc^' (J*, T,X /K)). 

Comme (^r)((|)) est un isomorphisme, la fleche canonique £(^r) — ^ £ est aussi un isomorphisme. Par pleine 
fidelitedeC^fW),onendeduitque («+, (1'f))o3lecoZ(£W,£,p) = (fl+^ (1'f))(£) ^ (£(0\£,p). Comme le foncteur 
(a+, CT)) est pleinement fidele, il en resulte que les foncteurs CT)) et Jlecol sont quasi-inverses. □ 

Remarques 3.5.8. D'apres la preuve de l3.5.71 le foncteur Jlecol de l3.5.7.2l se factorise de la maniere suivante : 

Jiecol : Isoc*(T(''\r(«U*''V^)><isocny(°).f(»).x(o)/^)Isoc*(T,fDr,X//:)^Isoc"(T,r,X 

Corollaire 3.5.9. Soit (T, T,X) un triplet lisse en dehors du diviseur ( voir la definition \3.1.6\l . On beneficie des egalites 
lsoc*{'J',T,X /K) — Isoc** {yjTjX /K) — Isoc^' (3',r,X/A'). De plus, le foncteur Bij preserve ces categories. 

Demonstration. Grace au theoreme de desingularisation de de Jong, il existe un diagramme de la forme [374 . . 11 avec 
X^"' lisse. Les egalites resultent alors aussitot du theoreme 13.5.71 et de la remarque 13.5.81 La derniere assertion en 
decoule grace a la deuxieme remarque de 13. 1.41 □ 



4 Equivalence entre isocristaux partiellement surconvergent et surcoherents 



4.1 Cas de la descente finie et etale en dehors des singularites surconvergentes 

En reprenant les notations et hypotheses de |3.2.1| supposons de plus X'"' lisse sur k. 

Proposition 4.1.1. Avec les notations de \3.2.2\ on dispose de V equivalence canonique de categories de la forme 
sPxC)^r(.),rW,+ ■ Isoct(J'<*',^**V^) -Isoc*(J'W,rW,xW//:). 

Demonstration. Via le lemme [3!l.9| et la remarque 13. 1.1 01 en remarquant que 1' adherence d'une composante irreduc- 
tible de 7*°) est encore lisse, on se ramene au cas oil Y (resp. F^"^) est integre et dense dans X (resp. x'"'). 
I) Construction du foncteur spj^(.)^y(.) .r(.) _^ : Isoc'' {Y^'\x^''> /K) -^ Isoc* {y^'\T^'\x^''> /K). 

Soit {E^°\e) e Isoc'^(F(*\x('V^r). Comme est lisse, posons £W sp^(o)^y(o) ^,(0) +(£''°^). Posons : = 
aj^(£^''') et 3^2 ■— ^2 (^''''')- D'apres le theoreme de desingularisation de de Jong (voir fdJ961 ou i Ber97l ). on dispose 
d'un morphisme surjectif, projectif, generiquement fini et etale a : X" X^'^ tel que X" soit lisse et a^^ (j'^' nx'^'^) 
soit un diviseur de X". II existe ainsi un morphisme projectif et lisse de V-schemas formels separes et lisses de la forme 
, une immersion fermee X" ^ CP" tels que leur composee donne le morphisme canonique X" CP'^'. 

i) Construction de 9" : a+{J2) ^ a+(?i). 

Pour i — 1,2, comme X" et X^"^ sont lisses, par commutativite des foncteurs de la forme sp^(o)^y(o) 7'(o) ^ aux 
images inverses et duaux (voir llCar09a| ). on obtient I'isomorphisme canonique (aoa,)+ o £("' sPx"^"?" t" + ° 
(a ofl,)* o ^(£'('')), oil V designe le foncteur dual dans les categories respectives des isocristaux partiellement 



surconvergents. Or, on dispose de I'isomorphisme de bidualite (a o a,) 



' (aofl,)* o v(£'(o)). De plus, par 



transitivite de I'image inverse, a+(?',) — > (aofl,)+ o £("). Ainsi, a+(J,) — > spx"^-p".T",+ ° 

L isomorphisme structural derecoUemente : alC^^'"') a^{E^^^) induit I'isomorphisme e" : (aofl2)*(£'^''^) — 
(a o II en resulte I'isomorphisme canonique 9" : a^{3^2) — > Ct+(3'i) s'inscrivant dans le diagramme 
commutatif ci-dessous : 



a+(?2) 
e" i ~ 
a+(Vi) 



: a+ oa+(£(0)) spx„^T",T",+ ° {aoa2)*{E(^^) 
(£(0)-) — 21^ ^Px"^'P".T".+ ° (ocoai )*(£(«)) 



(4.1.1.1) 



■ oa 
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dont les isomorphismes horizontaux sont construits ci-dessus. 

ii)Notons£ : bl{E^'^^) bl{E^'^^) risomorphismedeIsoc'''(F('\F(^)/^) induitcanoniquementpai-e. Onobtient 
I'isomorphisme canonique 9 : ?2|ii^'' — > 5^1 defini par commutativite du diagramme ci-dessous ; 



J2|H(i)^-Z72+(£(o)|il(o)) 



■/7+(£(o)|il(o)) 



■ Spj,(i) 



(4.1.1.2) 



dont les isomorphismes horizontaux sont construits de maniere identique a ceux de |4.1.1.1| (car les compactifications 
partielles et F^' de y^'^et f'") sont Hsses). 

iii) Les morphismes 9", 9 induisent canoniquement le meme morphisme de la forme a+ (3^2) — * 0C+ {J'l ) 
On obtient done le morphisme (9", 9) de lsoc*{V" ,T" ,X"K) x,soc*(u"7"//f) l&oc*{ii^^\Y^^'> /K). Or, d'apres [3A2l le 
foncteur canonique 

(a+, : Isoc*(5'(i),r(i),x(i)/:)->lsoc*(J"',r",X"/:) x,,„,.(u„_y„/^)Isoc*(il(i),F(iV^) 

estpleinementfidele. 11 en resulte I'isomorphisme canonique 9 : 3^2 i-c, 9 : fl2^(£'^''') flj^(£('^'). Parfidelite 

du foncteur restriction \U^^\ cet isomorphisme verifie la condition de cocycle. On a done construit le foncteur sp^ : 
lsoc\Y^'\x(''>/K)-^lsoc*{y('\T^'\X^'^/K) en posant sp^w^yw _^(£(0\e) := (sp^(o)^y(o) j.(o).+ (£('')),9). 
11) Le foncteur sp-^(.)^y(.) ^ induit une equivalence de categories. 

i) Comme sp^(o)^rp(o) jio) ^ est fidele, il en est alors de meme de sp^(.)^y(,) ^(.) ^. Verifions a present que celle-ci 
est pleine. 

Soient (£(0),e),(£W,e) e et\(/ : sp^c^yM -^t.,^^ e) -> sp^(.,^y(.) .r(.)^^ Nous 

conservons les notations de I'etape 1) de la preuve concernant les morphismes 9", 9, 9, e", e deduits a partir de e; 
de meme en ajoutant des tildes. Ainsi, (£'"',9) := sp^(.)^rp{.) _^{E^^\e), (£^"^9) sp^(.)^y(.) 7'(.) _^iE^^\£.). 
Comme le foncteur sp-^(o)^y(o) 7.(0) est pleinement fidele, il existe un morphisme (|) : /i'"^ — > /i^"^ qui induit le mor- 
phisme v|/ : £('')—;•£(''). 11 reste a etablir que (|) commute aux donnees de recoUement. Considerons le diagramme 
ci-apres : 



a+ofl+(£(o)) 



a+ofl+(£(o)) 



e" 



oa 



je" 

a+ofl+(£(o)) 



■ spx"^g"'.7'".+ ° (aofl2)*(£(°') 



(£W) 



SPx"^T".7'",- 



^Vx"^V",T".+ i^") 

o(aofli)*(£(o)), 



spx"^y".7'",+ ° (ocoa2)*(£'^''^) 

&Px"^9".T".+ ° (0Cofll)*(£'*°') 



(4.1.1.3) 

oil les fleches vers I'arriere sont celles canoniquement induites par (|) ou Comme \\t commute aux donnees de recol- 
lement, le carre de gauche est commutatif. Les carres horizontaux le sont par fonctorialite, tandis que ceux de devant et 
de derriere le sont par definition (voir l4.1.1.1b . Comme les cinq autres carres du cube l4.1.1.3l sont commutatifs, il en est 
de meme du carre de droite. Comme le foncteur spx"^-p" t" + fidele, ce carre reste commutatif sans sp^//^<p// j'li 1 . 

De meme, en construisant le cube deduit de |4.1.1.2l par fonctorialite, on verifie que le morphisme de Isoc^ (F^"^ , F*^"' /K) 
induit par (|) commute aux donnees de recollement. Par fidehte du foncteur (a*,/"'*) (voir le theoreme |2.1.1| ). il en 
resulte que (|) commute bien aux donnees de recollement. 

ii) Comme le foncteur sPx(o)^rp{o) j(o) _^ est essentiellement surjectif, on verifie de fafon analogue qu'il en est de 
meme de sp-y(.)^y(.) ^(.) ^. 

□ 
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CoroUaire 4.1.2. Avec les notations et hypotheses de la section, on dispose d'une equivalence canonique de categories 
^Vx^y.T,+ ■ Isoc\y,X/K)'^1?,oc*{'S>,T,X/K). 

Demonstration. En utilisant le lemme [3!l.9| et la remarque l3. 1.101 on se ramene au cas ou Y (resp. F'^"-') est integre et 
dense dans X (resp. X*^**'). 

I) Construction de sp^^^y j ^. 

Notons Loc : Is.qc^ {Y ,X / K) Is.qc^ {Y^*\x^''^ /K) le foncteur canonique (construit de maniere analogue a l3.2.3l l. 
D'apres le theoreme de descente de Shiho (voir IShiOTI 7.3]), ce foncteur Hoc est une equivalence de categories. On 
obtient le foncteur sp;^^^ r + cn posant sp;f^rp 7+ := ^ecol o sp^(,)^rp(,) o Hoc. De plus, d'apres 14.1.1 1 (resp. 
13.2.71 ) le foncteur spx(')^y{') t(') + (resp. Jiecol) est aussi une equivalence de categories. Le foncteur sp^^^g, j ^ est 
done une equivalence de categories. 

II) Cette equivalence est canonique, i.e., est independant du morphisme (7''^^\t'^^\x^^\y''^^) {'J',T,X,Y) de 
quadruplets lisses en dehors du diviseur (voir la definition l3.1.6l ) tel que x'"' soit integre, lisse et dont les conditions 
correspondantes du paragraphe l3. 1 . 14l soient satisfaites. 

En effet, soit {f',a',b') : (3"(0),r'(''),X'(''),F'W) {'J',T,X,Y) un second morphisme de quadruplets lisses en 
dehors du diviseur tel que X'^"' soit integre et lisse, F'^*^' soit dense dans X'^*^' et dont les conditions du paragraphe 
13.1. 141 soient satisfaites. Concernant ce second choix, on reprend les notations analogues a |3.2.1| mais en ajoutant des 
primes. On note spj^;(,)^y/(.) ^ le foncteur defini via l4.1.1l en rempla9ant les donnees de descente surX'"' par celle 

smX'^^\ De plus, afin de faire la distinction entre les deux choix, notons a litre provisoire Loc' : Isoc*(J', T,X/K) 
Isoc* ( , r'(*) /K) et Loc' : Isoc''' {Y,X/K) Isoc''" (}"(•) /K) les foncteurs habituellement notes Loc. De 
meme, on notera iKeco/' : Isoc*(J'''*',r''^*',X'(*'/A') -^lsoc*{'J',T,X/K) (afin de le differencier du premier foncteur 
Jiecol). 

En posant sp^^y j _^_'= 3leco/'osp-^/(.)^y/(.) ^oLoc' , il s'agit ainsi d'etablirqueles deux foncteurs sp^^^y j 
et sp^^y J sont canoniquement isomorphes. 

i) On se ramene au cas oil (/' ,a' ,b') : ( J"'"' , r'^' , F'^) ) ^ (T, T, X, F) se factorise par , T't") . X'^^' , y''") ) 

(TW,rW,xW,yW). 

Avec le lemme [3^1.9l (et la remarque l3.1.10l l, quitte a le remplacer par une composante irreductible, on peut sup- 
poser X'^**' Xx^'"' integre. D'apres le theoreme de desingularisation de de Jong, il existe un morphisme projectif, 
surjectif, generiquement fini et etale X"'^^^ X''"' XxX^^^ avec X"'"' lisse (comme ce morphisme est projectif, il se 
prolonge en un morphisme de V-schemas formels separes et lisses de la forme — > y'C^) Xy y'*^^). II existe ainsi 
un diviseur T contenant T tel que Y :=X\T soit dense dans X et tel que le morphisme X"^^^ X soit fini et etale en 
dehors de T. 

Or, d'apres [3.2.51 le foncteur 'Recol de 13.2.41 commute aux extensions (i.e. aux foncteurs de la forme i}T)). 
De plus, il en est de meme des foncteurs de la forme Loc : Isoc^ {Y,X /K) Isoc'' {Y^*\x^'^ / K) ou de la forme 
spjj.{.)^y(.) ^. Or, d'apres [3.3. II les foncteurs extensions {^T) sont pleinement fideles (lorsque X\T est dense 

dans Y). On se ramene done a supposer le morphisme X"'"' X fini et etale en dehors de T. Comme ce morphisme se 
factorise par X''^*^' —f X'^*' et par X"'") x'**' (et de meme au niveau des schemas formels), on a done verifie I'etape 
/). 

ii) Fin de la preuve. 

a) Notons a'"' : X''"' ^ X'"'. On remarque que le morphisme a'"' induit la factorisation a''^ : X'('' ^ x''' 
telle que, pour / := 1,2, a'") °a'i~ fl, oa'''. Soit e Isoc'''(y(*),x(*'/^)- L'isomorphisme de recollement e 
induit alors canoniquement un isomorphisme de recollement sur a'"' que Ton note e'. On obtient le fonc- 
teur £oc(") : W(y(*\xW//:) ^ W(y'W,X'W/^) defini en posant i:oc('')(£(0),8) := (a(°)*(£('^'),e'). On dis- 
pose de plus de l'isomorphisme canonique Loc^^^ o Hoc — > Hoc'. De meme, on construit le foncteur Loc^^^ : 
Isoc* , r(') ,X(*) /K) Isoc* (?'(•' , ,X'(*) /K) ainsi que de l'isomorphisme canonique Loc^°'> o Loc ^ Loc'. 

b) Soient E e Isoc'^Iy^X /K) et {E^°\e) := Loc{E) £ Isoc'l'(y(*),X Comme a'"' est un morphisme de k- 
varietes lisses, on dispose de l'isomorphisme canonique 

o sp^(o) ^y (0) ,7-(o) {E ) ^ spj^,(o) ^y,(o) j,(o) o a*"*' * {E ) . 
Pour verifier que cet isomorphisme commute aux isomorphismes de recollement induits par e, par fidelite du foncteur 
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|iX'''', on se ramene au cas ou le diviseur T est vide (i.e. Y = X), ce qui est immediat. Ainsi, on obtient I'isomorphisme 



£;0c'^' o sp^(.)^y(,) ^(.) ^{£jOc{E)) > sp^'W^y'W 7"(') _^o^oc^^\Loc{E)). 



(4.1.2.1) 



Pour verifier que sp^^rp j ^{E) et sp^^y j^{E) sont canoniquement isomorphes, il suffit d'etablir Fisomorphisme 

canonique fonctoriel Loc' o sp^^rp j. ^{E) ^—>- Loc' o sp'^^j, ^{E). Or, comme Loc^^^ o Zoc Hoc' et Loco 

Jlecol Id (voir la preuve de I3.2.7| i. le terme Loc' o sp^^y j, ^(E) est canoniquement isomorphe au terme de 
gauche de l4. 1.2.1] De meme, Loc' o sp^^y j- j_ (E) est canoniquement isomorphe a celui de droite. 



□ 



Remarques 4. 1 .3. Avec les notations de l4.1.2l lorsque X est lisse, le foncteur spx^-s> t + ^^t par construction (e.g. voir 
I'etape II) de la preuve de l4.1.2b canoniquement isomorphe a celui construit dans le cas lisse (voir |Car09a|). 

4.1.4. Avec les notations de 14.1.21 pour tout E G Isoc^(y,X//r), par construction de sp;f^j, j (voir I'etape I) de la 
preuve de |4.1.2t on beneficie de Fisomorphisme canonique : 



fl^°SP;f^yj.^+(£) ^ Sp^(0)^y(0)^7,(0) +Ofl*(£). 



(4.1.4.1) 



4.1.5. Soit r un diviseur contenant T. Notons Y' ■.= X\T', Y'^^^ X*"' \ r'(''), / -.Y' ^X, : X^^^ les 

immersions ouvertes induites etc (i.e. on rajoute des primes). Considerons le diagramme 



Is,oc\Y,X/K) 



Loc 



■ W {y('\x(')/K) j^^^* ( ^ ji.)^x(') /K) Isoc* (0', T,X/K) 



;'(0)t 



lsoc^Y',X/K)^^lsoc\Y'^'\x^'yK) 



tj-/(0)) 



isoc*(TW,r'W,xW//:) 



Oiecol 



lsoc*(7,T',X/K) 

(4.1.5.1) 

oil (T'^"^) (resp. (^T''"^)) designe le foncteur canonique induit par (^T''^^^) (resp. (^T'^^^)). Par commutation cano- 
nique des foncteurs de la forme spjf/(o)^y/(o) 7-/(0) ^ (i-C-, les foncteurs construits dans IICar09a| lorsque la compactifi- 
cation partielle est lisse) aux foncteurs d'extension du diviseur (i.e. de la forme ou (^T')), on verifie que le carre 
central du diagramme 14. 1 .5. l] est commutatif a isomorphisme canonique pres. Comme il en est de meme des deux 
autres carres (immediat pour le carre de gauche et voir 13.2.51 pour celui de droite), on beneficie ainsi de Fisomor- 
phisme canonique ; 

CT')ospx^y,T.+ sPx^9.T',+ °r- (4.1.5.2) 



4.2 Cas general 

Lemme 4.2.1. Avec les notations de la section IX?] le foncteur sp^^^j, f ^ construit en \4.1.2\ induit V equivalence de 
categories : sp^^y f ^ : Isoc'' (Y D Y,X/K) ^ Isoc* (T, f D T,X/K). 

Demonstration. Considerons le diagramme ci-dessous 



Isoc\Y DY,X/K)^ 



■lsoc'^{Y,X/K) 



sp 



Isoc*(a',r D T,X/Kf ^ Isoc* J ,X / K) 



^lsoc^{Y J /K) 

■isoc*(ii,f nf/,y//:) 



(4.2.1.1) 



dont la factorisation de gauche est immediate par definition et dont le foncteur de droite est bien defini car Y est lisse 
(voir la construction de MCar09all ). La pleine fidelite de cette factorisation est immediate (compte tenu de I4.1.2l i. II 
reste a etablir son essentielle surjectivite. Soit £ G Isoc*(3', T D T,X/K). Comme le foncteur sp^^^^ au milieu 

du diagramme 14.2. 1 . ll est une equivalence de categories, il existe un isocristal E de lsoc'{Y,X/K) tel que £ — > 
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sp^^y f ^(E). Notons Ey I'isocristal de Isoc' (Y ,Y / K) induit par E. II decoule de la remarque 14. 1 .31 que le carre 
de droite du diagramme d. 2. 1 . l] est commutatif (a isomorphisme canonique pres). Ainsi £|il ^Py^yt fnu +(^^)' 
Comme par hypothese £ |il provient par extension d'un element de Isoc* (il, Y /K), alors Ey provient par extension d'un 
element de Isoc^ (Y, Y /K) (on utilise pour cela la commutativite de type celle du diagramme commutatif de gauche de 
13. 1.3. It . D'apres le theoreme de contagiosity de Kedlaya l|Ked07l 5.3.7], il en resulte que E provient d'un isocristal de 
lfioc\Y,X/K), i.e. E € Isoc\Y D Y,X/K). □ 

Theoreme 4.2.2. Soit {'J',T,X,Y) un quadruplet lisse en dehors du diviseur (voir la definition \3.1.6h On dispose 
d'une equivalence de categories canonique notee sp;^^^ j j_ : Isoc^ iY,X /K) ^ Isoc* (CP, T,X /K). 

Demonstration. Avec le lemme [3!l.9l (et la remarque |3.1.10t . il ne coute pas cher de supposer Y integre et dense dans 
X. Grace au theoreme de desingularisation de de Jong, il existe un diviseur T contenant T et un diagramme de la forme 
13.4.0. II satisfaisant aux conditions requises de l3.4l et tel que de plus x'"' soit lisse. 

Avec les notations de 13.41 on definit le foncteur spx^9.T,+ comme celui rendant commutatif le diagraimne ci- 
dessous : 

lsoc^Y,X/K) ^ ^ lsoc\Y(^\x(°yK) Xi,,,f,j(o)j,m/K)lsoc\Y D Y,X/K) (4.2.2.1) 

i ^PX^V.T.+ sp^(0)^j,(0) 7.(0)_^XSPx^J.,f,+ 

Isoc* (T,V,x//:) ^ Isoc* x,^^^,(y,o,^^,o)_^(o)/^)isoc*(j',f d 

dont le foncteur du bas a ete construit en l3. 5.7.21 D'apres |2. 3. 2l le foncteur canonique (a*,7^) est une equivalence de 
categories. De plus, d'apres l4.2.1l il en est de meme du foncteur sp^^g, f ^. Comme X^^^ est lisse, c'est encore le cas 
du foncteur spjf(o)^y(o) 7'(o) Le foncteur de droite est done une equivalence de categories. Le theoreme 13 .5 .71 nous 
permet de conclure qu'il en est de meme de spx^v t +■ 

II reste a etablir que ce foncteur ne depend du choix d'un diagramme de la forme [374.0.11 et satisfaisant aux 
conditions requises. Traitons d'abord I'independance en T. Soit T' un second diviseur tel que a^^{X\ T') {X\ T') 
soit fini et etale. Quitte a considerer T U T' , on peut supposer T' D T. Notons / : X \ T' C X F inclusion canonique. 
D'apres 14.1.5. 21 on dispose de I'isomorphisme canoniques sp^^^ f + ° j'^ — ^ C^') o sp^^y ^ ^. Or, d'apres 13.5.71 
(voir sa preuve), on beneficie des isomorphismes canoniques Loc oJiecol Id, avec soit £oc ~ (a+,(T)) ou 
Hoc = (a+, (^r')) et le foncteur quasi-inverse 'Recol correspondant. On en deduit I'isomorphisme canonique Jlecol o 
(Idx^'f')) ^ Jiecol. II en resulte I'independance par rapport a T. 

Solent (Y'^^\ X'^^\ T'^"') quadruplet s'inscrivant dans un diagramme de la forme 1374. 0.1 l et satisfaisant aux 
conditions qui y sont requises (pour les notations, on remplace « (0) » par « /(O) »). De maniere analogue a I'etape 
II. i) de la preuve de 14.1.21 quitte a desingulariser X'^"' XxX'"' a la de Jong et quitte a agrandir T, on se ramene 
a supposer que Ton dispose des morphismes de quadruplets lisses en dehors du diviseur (y'fo) 7'(0)^^'(0) y'(0)-j _^ 
(g,(0) 7^{0)^^(0)^y(0)) gt (j)'(O) f/(0) .^/(0)^y/(0)) (yW^f W^xC),?^) qui factorisent le diagramme EaOou on 
remplace « (0) » par « /(O) ». Notons a : X'^^^ —> x'"^ le morphisme de la factorisation et a' = a o a ; X''"' X. 
On dispose de I'isomorphisme canonique a+ o sp^(o)^gj(o) j-{o) ^ sp^/(o)^3,/(o) 7-/(0) o a* (voir IICar09al ). Comme 

LocoJlecol — > W avec £oc = {a^,{^T)) ou Loc= («'+,(' T)), on verifie I'isomorphisme canonique 3?ecoZ o (a^ x 
Id) — > Jlecol. D'oh le resultat. □ 

Remarques 4.2.3. Afin d'etablir [4.2.2l une idee aurait ete de construire un foncteur quasi-inverse "Recol « a la l3.5.7.2] » 
du foncteur du bas du diagramme : 

T 

Isoc\Y,X/K) Isoc^(y D Y,X/K) (4.2.3.1) 

lsoc*{yj,X/K) Isoc*(a',f D T,X/K). 
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Le probleme est qu'il n'est pas immediat que les objets de Isoc*(CP,r D T,X /K) sont I)Jp(^r)Q-surcoherents (ainsi 
que leur duaux). Ce probleme technique est seulement resolue « par descente » via le lemme U.5.51 ce qui explique 
pourquoi nous avons recours au morphisme a. 

Avant d'etablir via la proposition l5.2.7l que cette equivalence de categories commutent aux foncteurs duaux, veri- 
fions d'abord sa commutation aux images inverses via la proposition l4.2.4l : 

Proposition 4.2.4. Soit 9 : {f ,T' ,X' ,Y') — > (y ,T ,X ^Y) un morphisme de quadruplets lisses en dehors du diviseur 
On dispose de I'isomorphisme canonique : 

^Px'^a".7",+ °sPx^y,r,+ - (4.2.4.1) 

Demonstration. Posons 9 = ((|), a, P). Avec le lemme |3^1.9l (et la remarque |3.1.10l l. on se ramene au cas oil Y (resp. Y') 
est integre et dense dans X (resp. X'). Lorsque X et X' sont lisses, ce theoreme de commutation est deja connu (voir 
IICar09aJ ). Pour en deduire le cas general, I'idee est de se ramener au cas lisse grace au theoreme de pleine fidelite 
I3.4.2l de la maniere suivante : grace au theoreme de desingularisation de de Jong, il existe un morphisme de quadruplets 
lisses en dehors du diviseur de la forme rj = (/, a , Z?) : ( T ("^^ X , F ) ^ (T, T, X , F) tel que X soit lisse, / soit 
projectif et lisse, a soit projectif, surjectif, generiquement fini et etale, f^^{T) = T^^"^ et T^^^ nx'"^ soit un diviseur (a 
croisement normaux) deX'^^K De meme en utilisant le theoreme de desingularisation de de Jong (applique a X' Xx^'^*' 
element de (3", T\X', Y') x (y,T,x,Y) (J''"' , T^°\X^°'> , Ft")) et a son diviseur complementaire de F' x fC''), on consti'uit 
un quadruplet (y'('^\T'^'^\x'^'^\Y'^'^'^) lisse en dehors du diviseur avec X'^^^ lisse et deux morphismes r|' = (f' ,a' ,b') : 
(r(0),r(0),rW,F'«')) ^ {y\T'X,Y') et 9(») = (c^W,a(0),p«')) : (rm,^^,^^,^^) ^ (T(o),r(o),xW,F(o)) 
tels que 9 o r|' = r| o 9^"' et tels que /' soit projectif et lisse, a' soit projectif, surjectif, generiquement fini et etale, 
(/') '(^') — nX'^*^' soit un diviseur (a croisement normaux) de X''"'. Pour la commodite du lecteur, 

voici le diagramme illustrant nos notations : 




(4.2.4.2) 



Par pleine fidelite du foncteur extension (voir le theoreme l3.3.1l ). quitte a agrandir T et T', on se ramene au cas oil 
b et b' sont finis et etales. Notons U := T \ T et U' := 5" \ T'. 

D'apres le cas de la compactification partielle lisse (voir ||Car09a| ). spy/^j^/ ^ o p* p+ o spy^y ^. D'oil : 

o spx'^V.T'.+ ° 9* ^Py'^u'.+ ° P* ° P^ ° spy^j^^ o |il o 9^ o spx^ip j^. 

Or, d'apres [3.4.21 le foncteur (a'^, |il') (de 13.4. 2l i est pleinement fidele. II reste done a construire un isomor- 
phisme compatible de la forme «'+ o spx'^'j>' t' + °^* — * <^'^ o 9+ o sp^^^y j^. Comme X^^^ et X''"^ sont lisses, 
sPx'(o)^3>'(o) 7"(o) + ° (9^"^)* (6'"^)^ °sp^(o)^y(o) 7.(0) ^- Or, d'apres |4!l.4| comme b et b' sont finis et etales, on dis- 
pose des isomorphismes 0+ °^Px^'P.t.+ — ^ sp^(o)^y(o) j{o) ^ oa* et a'+ °&Px'^'p'.T'.+ — * ^Px'(o)^9'W ^'(o) + oa'*. 
II en resulte les isomorphismes canoniques 

a o spjf/^y/ j./^^ o fc) * sp^/(o)^y/(o) 7-/(0) ^ ofl of ^ sp^(o)^rp(o) j.(o) _|_ o o oa 

^ 9(°)+osp^,o)^y(o).7.(o),+ ofl* ^ 9(°^+oflW+ospx^y 7._+ ^ a^^^+od+ospx^^j,+ . (4.2.4.3) 

D'oil le resultat. 

□ 
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5 Independance canonique de la categoric dcs isocristaux particllcmcnt sur- 
cohercnts 



5.1 Cas de la compactification partielle lisse 

Dans cette section, nous etudions lorsque X est lisse 1' independance en !P et T de la categorie (F-)Isoc'^(J', T,X/K). 
Commenfons d'abord par quelques rappels et notations. 

Notations 5.1.1. Soient CP un V-schema formel separe et lisse, X un sous-schema ferme de P, T un diviseur de P tel 
que T nX soit un diviseur de X. Soit (J'a)aGA un recouvrement d'ouverts de T tel que Xa '■= PHPa soit affine. Pour 
tout a e A, choisissons Xa des V-schemas formels lisses relevant Xa Rappelons que grace a EUcik ([ElkTSJ de tels 
relevements existent bien. 

- Nous avons construit en IICar09ai 2.5.2], la categorie {F-)Coh{X, {Xa)aeA, T DX/K) dont les objets sont les 
families (£a)aGA de (F-)'D^^(^r nXa)Q-modules coherents munie d'une donnee de recollement (en fait, pour 
definir ces donnees de recollements, il faut pour cela choisir des relevements de Xa DX^ etc ; pour plus de detail, 
voir ||Car09a| 2.5.2]). 

- De meme, notons (F-)Isoc^^(X, (Xa)aGA: T CiX/K) la categorie dont les objets sont les families (£a)aGA de 
(F-)!D^^(^r nXor)Q-modules coherents, Ox„(^r nXor)Q-coherents munie d'une donnee de recollement. 

5.1.2 (Rappels). Avec les notations de l3.1.2l et 15.1.11 d'apres la preuve de OCar09al 2.5.4], on dispose des deux fonc- 
teurs quasi-inverses canoniques 

Loc : Coh{X ,9,7 /K) ^ Coh{X , {Xa)aeA,T nX /K), (5.1.2.1) 
3iecol : Coh{X, {Xa}aeA,T nX /K) ^ Coh{X ,y,T /K). (5.1.2.2) 

D'apres II Car09al 2.5.7 et 2.5.9], la categorie {F-)lsoc' {Y,X /K) des (F-)isocristaux surconvergents sur {Y,X) est ca- 
noniquement equivalente a (f -)Isoc^^ {X, {Xa)aeA, T nX/K). En composant cette equivalence avec le foncteur Uiecol 
de l5. 1.2.21 on obtient alors le foncteur pleinement fidele spy, y j , : {F-)lsoc' {Y,X /K) ^ Coh{X ,7,T /K) (voir les 
premieres lignes de la preuve de tCar09al 2.5.10]). Grace a IICar06ai 6.1.4], on verifie que son image essentielle est 
egale a {F-)lsoc'^\y,T,X /K). 

Lemme 5.1.3. Soient 7 un V-schema formel separe et lisse, X un sous-schema ferme lisse de P, T, T' deux diviseurs 
de P tels que T HX ~ T' HX. On obtient alors les egalites : 

(F-)Coh(X, T) = (F-)Coh(X, y, T'), {F-)lsoc'''' {y,T,X /K) = {F-)lsoc''\y,T',X/K). 

Demonstration. La validation de chacune des egalites etant de nature locale en T, on peut done supposer T affine. 
Choisissons alors u : une immersion fermee de V-schemas formels lisses relevant X ^ P.De plus, comme les 

modules ou les complexes que nous considerons sont a support dans X, le lemme est local en X. On se ramene alors au 
cas oil X est integre. Dans ce cas, soit T nX est un diviseur de X, soit T contient X. Lorsque T contient X, toutes les 
categories considerees sont reduites a I'element nul (cela resulte de 0Ber96bl 4.3. 12]). Supposons a present que T DX 
soit un diviseur de X. 

Traitons d'abord I'egaUte (F-)Coh(X, T) = (F-)Coh(X, T, T'). Soit £ e (f -)Coh(X, T, T). Notons ut+ le 
foncteur image directe par u a singularites surconvergentes le long de T, i.e. le foncteur : ut,+ '■ {F-)D^^^^{D\^{^T n 
X)q) — ^ {F -)D^^^^{T>y{^ T)q) . Dans ce cas, d'apres le theoreme de Berthelot-Kashiwara (voir IIBer02l 5.3.3]), il existe 
un 2)^ (■''rnX)Q-module coherent?' tel que £ ^ Mr-^f J). Or. d'apres IICar06bl 1.1.91. ut^O") ^ Mr+ (3") ■ H en re- 
sulte que £ estun D^pCTOQ-module coherent. Ainsi, £ e (F-)Coh(X, ?, T'), i.e., (F-)Coh(X, T, T) C (F-)Coh(X, T, T'). 
Par symetrie, on obtient 1' inclusion inverse. 

Verifions a present la deuxieme egalite. Soit £ un element de (F-)Isoc^^(3', T,X/K). Comme X est lisse, d'apres 
I5T2I {F-)lsoc'^^y,T,X/K) est la cate gorie des (F-)'Djp(^r)Q-module coherent a support dans X et dans I'image 
essentielle du foncteur spx^y t + (voir |Car09a|). Plus precisement, comme on dispose du relevement u, cela signifie 
qu'il existe un 2)^(^7 nX)Q-module coherent 5", OxCt nX)Q-coherent tel que £ ur+iJ')- Comme T' DX = 
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T r\X et comme ur+i'J) — > uji_f_{3^), cela implique alors que £ G {F-)lsoc^^ {TjT' ,X /K). On obtient alors par 
symetrie F inclusion inverse. 

□ 

Le lemme suivant ameliore ||Car04| 3.2.6] ou ||Car09bl 4. 10] car le morphisme n'est plus suppose forcement lisse. 

Lemme 5.1.4. Soit f : V V un morphisme de V-schemas formels separes et lisses, X un sous-schema ferine lisse 
de P' tel que le morphisme induitX — > P soit une immersion fermee, Y un ouvert de X, T un diviseur de P ( resp. T' un 
diviseur de P') tels que Y ^ X\T ( resp. Y ~ X \ T'). 

1. Pour tout £ G (F-)Coh(X, T, T), pour tout £' G {F-)Coh{X, 5", T'), pour tout j G Z\ {0}, 

M^(Mri/(£)) =0,J{^' (/+(£')) =0. 

2. Les foncteurs MF^/' et /+ induisent alors des equivalences quasi-inverses entre les categories {F- )Coh(X , CP, T) 
et (F-)Coh(Z, J", T') (resp. entre les categories {F-)lsoc''\y,T,X/K) et {F-)lsoc'^'' {J" ,T' ,X /K)). 

Demonstration. Afin d'alleger les notations, le cas avec structure de Frobenius etant analogue, nous omettrons d'indi- 
quer « » dans toutes les categories. II ne coute pas cher de supposer P et P' integres. De meme, comme X est lisse 
et comme les modules sont a support dans X, on se ramene au cas oil X integre. Nous distinguons alors deux cas : soit 
Y est vide soit T DX — T' DX est un diviseur de X. Le premier cas est immediat car les categories qui interviennent 
sont dans ce cas nulles. Traitons maintenant le deuxieme cas. Dans ce cas f^^{T) est un diviseur de P'. Par 15.1.31 
comme /^'(T) nX = T'nX, on se ramene a supposer T' = f^^{T). 

Fixons (J'a)aGA un recouvrement d'ouverts affines de CP. On note Xa '■— X CiPa, CPa C^a), Pour tout a G A, 

choisissons Xa des V-schemas formels lisses relevant Xa Soient m(j : Xa — > CP(j des relevements de Xa P^ On note 
/a : CPa ^ CPa le morphisme induit par /. On pose Ua '■— faou'^: Xa — > CPa. Notons que lorsqu'il faudra dans la suite 
de cette preuve verifier les commutations aux donnees de recollement, il eut fallu choisir d'autres relevements (e.g. de 

nXp, nXp nXy), mais nous laissons au lecteur le soin de I'ecrire. 

• Soit £ G Coh(X, CP, T). On dispose des isomorphismes canoniques (le deuxieme resulte du dernier point de 
IICar09bl 1.15]): 

Krl/(£)|J':, ^ Mrlj^(£|:Pa) ^ «:,+ o«;;o/^(£|;Pa) ^ «:,+ o«;,(£|cp„). (5.1.4.1) 

Comme cela est local en CP', il en resulte alors que, pour tout entier /' ^ 0, on ait CK-'(IRr^/'(£)) = et ]Rr^/'(£) G 
Coh(X, CP', T'). 

L' equivalence de categories £oc : Coh(X, CP, T) ^Coh(X, (Xa)aGA, Tr\X) de l5 . 1 .2l est definie en posant LociE.) — 
(Ma(£|CPa))a, ce dernier etant muni de la donnee de recollement canonique (voir |Car09a', 2.5.4]). De meme avec des 
primes. Or, en appliquant u'^ a 15. 1.4. 11 via le theoreme Berthelot-Kashiwara (voir |iBer02i 5.3.3]), on obtient I'iso- 
morphisme canonique Ma(Mr^/'(£)|CPa) — > Ma(£|CPa), cet isomorphisme commutant aux donnees de recollement 
respectives. On dispose ainsi du diagramme commutatif (a isomorphisme canonique pres) : 

Coh(x, CP, r) Coh(x, (Xa)aGA, rnx) (5.1.4.2) 

Coh(X, J", T') Coh(X, (Xa)aGA, T'nX). 

• Soit £' G Coh(X, J", T'). D'apres le theoreme de Berthelot-Kashiwara (voir IIBer02l 5.3.3]), comme £'|CP;^ est 
a support dans Xa, Ma(£'|CPa) est un D^^(^r' nXoi)Q-module coherent et £'|CPa o M^(£'|CPa). II en resulte 

I'isomorphisme /+(£')|CPor /a+(£'|CP^) Mc(+ ° Wa(£'|CPa)- Comme cela est local en CP, on en deduit, pour 
j ^ 0, (/+(£')) = et /+(£') G Coh{X, CP, T). 

L' equivalence de categories Jlecol : Coh{X, (Xa)aGAi T DX) = Coh{X, CP', T') de I5.1.2l est definie par (£a)a ^ 
(£a))a, oil (Ma^(£a))a est muni de la structure de recollement canonique, ce qui definit un objet de Coh{X, CP', T') 
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(voir OCar09al 2.5.4]). On dispose aussi du foncteur Jiecol : Coh{X, {Xa)aeA, T' nX) = Coh(X, T), defini par 
(£a)a I— > (Ma+(£a))a- H en resulte le diagramme canonique commutatif (a isomorphisme canonique pres) : 

Coh(X, (X„)aeA, T^nX) ^^Coh(X, 7, T) (5.1.4.3) 

/+ 

Coh(X, (Xa)aGA, T'nX) ^fl Coh(X, T', T'). 

• Comme les foncteurs Loc et Jiecol sont quasi-inverses (voir l5.1.2] i. via les diagrammes commutatifs (a iso- 
morphisme canonique pres) |5.1.4.2| et |5~1.4.3l il en resulte que les foncteurs MF^/' et /+ induisent des equivalences 
quasi-inverses entre les categories Coh{X, CP, T) et Coh{X, T'). 

• Concernant I'equivalence de categories entre Isoc^^ {T ,T ,X / K) et Isoc'^ {T' ,T' ,X / K), on procede de la meme 
fa9on : il s'agit de remplacerdans lapreuverespectivementCoh(X, (Xa)aGA: rnX) parlsoc^^(X, {Xa)aeA, TDX/K) 
et Coh{X, y, T) parIsoc^^(J',r,X/A') et de meme avec des primes. 

□ 



5.2 Isomorphisme entre image inverse et image inverse extraordinaire d'un isocristal par- 
tiellement surcoherent 

Lemme 5.2.1. Considerons le diagramme commutatif suivant 

<t)(0) 

g,/(0) y(0) (5.2.1.1) 

/' J 
0" — ^ 

oil (|) et (I)'"' sont des morphismes propres de V-schemas forme Is lisses, f et f sont des morphismes lisses V-schemas 
formels lisses. Soient T un diviseurde P tel que T' := (|)^'(r) soit un diviseur de P' . On pose T^^^ : — f^^{T) et T'^^^ : — 

/'^' (r'). Soit £' G £'coh(-^a"(' -^')q)- On dispose alors des morphismes canoniques : (j)^"* o /'■(£') /' o(|)^(£') et 
o^^^\e') (|)+ o /'+(£'). De plus, lorsque le diagramme 15.2.177] est cartesien, ces deux morphismes sont des 
isomorphismes. 

Demonstration. Le deuxieme morphisme que Ton doit etablir decoule par dualite et via F isomorphisme de dualite 
relative du premier. Traitons done celui-ci. Notons J"' := 5" xy T*"), i : 0", /" : T" 5" et (|)" : J"' 

les morphismes canoniques. Comme (|)" et sont propres, i Test aussi. On dispose alors du morphisme d'adjonction 
1+ oi' Id. D'apres la proposition MCar04l 3.1.8], on dispose de I'isomorphisme canonique (|)" o/"'(£') — > /' o 
(])+(£'). On en deduit les morphismes 

c^f o/'!(£') ^ ot+ ot^ o/"!(£') ^ o/"!(£') ^ o(^+(£'). 

Comme lorsque le diagramme 15 . 2 . 1 . ll est cartesien le morphisme d'adjonction i+ oi' Id est un isomorphisme, on 
valide la derniere assertion. □ 

Notations 5.2.2. Soient9= ((^,a,p) : {r ,T' ,X\Y') ^ {y,T,X ,Y),J\^ {f,a,b) : (T^), rW,xW,y(o)) -> (T, r,X,y) 

e{0)^((^(0)^„(0)^p(0)) . (J>'(0)^r(0)^j^/(0)^y/(0))^(g,(0)^y^(0)^^(0)^y(0))gty^(^,^^,^^,) . ^y{0) jKO) j,(0)) 

(!P', T' ,X',Y') quatre morphismes de quadruplets lisses en dehors du diviseur tels que 9 or|' = r| o qC). On obtient ainsi 
le parallelepipede rectangle de 14.2.4.21 Afin de donner un sens a la notion d' image directe (du cote formel), on sup- 
pose que les quatre rectangles de l4.2.4.2l (i.e.. les faces de devant, de derriere, du haut, du has) verifient les hypotheses 
analogues a celles que satisfait[3Tll3] notamment T' =(^-'^{T), r''"' =^-^{T^°'>), r*") =f'^{T) etc. 



35 



Lemme 5.2.3. On garde les notations et hypotheses de \5.2.2\ Pour tout £' G lsoc*{'P' ,T' ,X' /K), on dispose des 
morphismes canoniques fonctoriels en £' ; 

af ofl'!(£') ^ fl- oa+(£'), «+ oa+(£') ^ af ofl'+(£'). (5.2.3.1) 
Lorsque la face de gauche correspondante de \3.1.14~l\ est cartesienne, ces morphismes sont des isomorphismes. 

Demonstration. Via I'isomorphisme de dualite relative et de bidualite, le deuxieme morphisme se constmit en appli- 
quant le foncteur dual au premier (utilise, grace a |3.5.91 pour Bj-/ (£') a la place de £'). On definit le premier morphisme 
comme egal au compose : 

o^f o/'!(£') o/! o(^+(£') = oa+(£'), (5.2.3.2) 

dont le dernier morphisme se deduit par fonctorialite de l5.2.1l 

Supposons a present que la face de gauche de l3.1.14TT] est cartesienne et verifions alors que ce morphisme est un 
isomorphisme. Grace a MBer96bl 4.3.12], on se ramene au cas oil T est vide, i.e., la face du milieu de l3.1.14TT] est 
egale a celle de gauche et est en particulier cartesienne. On en deduit alors un diagramme commutatif analogue a 
l3.1.14.1l oii y'"^ est remplace par Xy T'") (en effet, on dispose d'une immersion fermee canoniquement induite : 
X' XxX^^^ ^ y xy T'o). Notons alors i : T'^'^) 0" xy T'") le morphisme canonique. 

Comme i est propre (n'oublions pas que par hypothese les morphismes /, /', (|), (jj^"^ sont propres), d'apres 13.1.11 1 
1+ et l' induisent des equivalences quasi-inverses entre lsoc*(T''''\x'(''V-'^) et lsoc*(5" x-p'J'^'^^X''-'^'' /K). On se ra- 
mene ainsi au cas ou T'*"' — V Dans ce cas, d'apres 15.2.11 le dernier morphisme de 15.2.3.21 est un iso- 
morphisme. De plus, ((j)'"')^' (x'''') — P' XpX^^\ Or comme £' est a support dans X', /''(£') est a support dans 
{f')-^{X') :^X' XpP^'^l Comme (P' x Z C) ) n (Z' x p P*'') ) = X' x x X = X'^-^^ , il en resulte que Rr|'^(o) ^_ , ^^(q, ^ o 

/'■(£') est a support dans X'^-^\ Le premier morphisme de l5.2.3.2l est done un isomorphisme. D'oil le resultat. □ 

Lemme 5.2.4. Soit 9 = ((|),a,p) : {'J'' ,T' ,X' ,Y') (CP, r,Z,y) un morphisme de quadruplets lisses en dehors du 
diviseur tel que (|) soit propre et lisse, T' = a soit propre, surjectif et P soit fini et etale. Le foncteur a+ : 

lsoc*(a", T',X'/K) lsoc*(J', T,X/K) est adjoint a gauche de a+. 

Demonstration. 0) Avec le lemme |3?1.9l (et la remarque l3.1.10l l. on se ramene au cas ou Y (resp. ¥') est integre et dense 
dansZ (resp. X'). Grace au theoreme de desingularisation de de Jong, il existe alors un quadruplet (CP'*') , r'^'^z'"^ ,Y^^^) 
lisse en dehors du diviseur avec X*"' lisse et un morphisme ^ = if,a,b) : {y^°\T^'^\x^°\Y^^^) {y,T,X,Y) tels 
que / soit projectif et lisse, a soit projectif, surjectif, generiquement fini et etale, f^^{T) ~ T^"^ et r'"' nX^^^ soit un 
diviseur (a croisement normaux) de Z'"'. 

Or, d'apres [3.3.1l pour tout diviseur T' contenant T' et tel queZ'\r' soit dense dans Y', le foncteur extension (^T') 
est pleinement fidele. Quitte a agrandir T, on peut supposer que b est fini et etale. Posons 

X' XxZW T'W :^ y xy T*"). Notons Z'^ la normahsation de Z"(o), T'W :^ f'-\T') = (^W,a(o),pW) : 
(r(o),r(o),Z'W,y'W)^(a'(o),rW,zW,F(o))etri' = (/',fl',fe') : (rW,^^,^'"),^' ")) -> ( ^,^,^,70 lesmor- 
phismes canoniques induits par les projections. On se retrouve ainsi dans la situation de l5.2.2l avec en outre Z^"^ est 
lisse, Z'*") est normal et la face de gauche du diagramme correspondant de B.l.HTTI cartesienne. 
7 ) Construction du morphisme a^' o a^'^^^ — > Id. 

Comme a'''' est propre et surjectif avec X''^^ lisse et X''^^^ normal, comme P^*^) est fini et etale, Tsuzuki a construit 
dans ce contexte (voir le chapitre OTsu02l 5] ), le foncteur image directe al"^ : Isoc^ , Z'^'^' /K) Isoc^ {Y ("^ , X /K) 
De plus, il y a verifie que ce foncteur est adjoint a droite et adjoint a gauche du foncteur image inverse (a'"^)* : 
lsoc\Y'^^\x^^yK) Isoc'^(F'(°\z'(°V-'^)- Pour alleger les notations, on pose sp^ := sp^(o)^g,(o) 7.(0) et sp'^ : = 
^Px'(o)^a"('').7''('').+- Soient £(0) e isoc' (F(o),z(o)//r), e isoct(}"W,rW//r). 

Comme sp^ est pleinement fidele et comme al"' est adjoint a droite de (a'^'^^)*, on obtient I'isomorphisme cano- 
nique fonctoriel en /i^"^ et E'^^^ : 



Hom 



isoct(H»).x'('')/^)((«*"^)*(^*"^^'*''^) ^ Hom;^„^.(3,(o,^^,o,,;,,o,/^)(sp+(£W),sp+ oaf (5.2.4.1) 
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D'apres 14.2.41 on dispose de I'isomorphisme sp'|_ o (a'"^)* — > (a^''^)+ osp^. De plus, d'apres [3.1.17l2l le fonc- 
teur a'J'' est adjoint a droite de (a*-"^)^. Comme le foncteur sp'^ est pleinement fidele, on deduit de ces deux faits 
I'isomorphisme canonique fonctoriel en E^-^^ et E'^^^'l : 

Homi,ocixr'(''),x'(«)/^)((«'''- ^ Hom,,„,.(3,(o, ^^(o) ,;,,(,) /^) (sp+(£(°)), o sp^(£'(«))) (5.2.4.2) 

II decoule des isomorphismes l7!2.4. Il et l5!2.4.2l I'isomorphisme canonique fonctoriel en : 

sp+oal^'C^'C") ^ af osp'+(£'(o)). (5.2.4.3) 

Soient £(0) £ Isoc* {7>^^\T^^\x'^°yK), e Isoc*(T'W, r'(o),X'(0)//:). Comme le foncteur sp+ est essentiel- 

lement surjectif, il existe e[^\ E^^ (on en choisit deux afin de valider I'independance par rapport au choix) tel que 

£(0) ^ sp+ et £(") ^ sp+(£f Comme al"' est adjoint a gauche de (a*"))*, avec l5.2.4.3l et l4X4l on obtient 
le diagramme canonique : 

af oa(0)+osp+ af oa(o)+(£) — ^ oa(o)+osp+(£f ) (5.2.4.4) 
sp+ o o aW*(£j°') sp+ o al"' o aW*(£f ) 

adj I adj 

sp^Ef^) £ sp+(£f ) 

Comme sp^ est pleinement fidele, le morphisme sp_|_ (£■{"') sp_^{E^'^) provient d'un morphisme Ef''^ E^\ 
Le diagramme l5.2.4.4l est done commutatif. Le morphisme induit af^ oa^'^')+{E(°)) £(«) est done canonique. 

7 bis) De meme, on construit le morphisme canonique £''*'' — *■ a^"'^ o a^' (£''*'•'). 

2) Construction du morphisme canonique a+ o Id. 

L'idee est d'utiliser la pleine fidelite de («+, Soient £ e lsoc*[yj,X/K), £' e l50c*{'S" J' X /K). D'apres 
15.2.31 on dispose de I'isomorphisme de changement de base o a+(£') a^' o «'+(£'). Avec le morphisme a^'' o 
0[(o)+ _^ Id construit a I'etape 1) de la preuve, on obtient le morphisme canonique : 

fl+oa+oa+(£) ^ ofl'+oa+(£) ^ af oa(°)+ ofl+(£) ^ fl+(£). (5.2.4.5) 
D'un autre cote, en notant H := CP \ T, d'apres l3.L15l on beneficie de I'isomorphisme d'adjonction 

|Uoa+oa+(£) ^ p+op+(£|U) ^£|U. (5.2.4.6) 

D'apres la proposition 13 .4.21 le foncteur («+, est pleinement fidele. Via les morphismes canoniques de l5.2.4.5] et 
15.2.4.61 il en resulte le morphisme canonique a+ o a+(£) £. 
2 bis) De meme, on construit le morphisme £' ^ a+ o a+(£'). 

3) Pour en deduire que a+ est adjoint a gauche de a+, il suffit alors grace a la proposition MBer96bl 4.3.12] de le 
verifier en dehors des diviseurs. On se ramene ainsi a la situation deja connue de l3.L15l □ 

Theoreme 5.2.5. Soit 9 = ((|),a,p) : {y' ,T' ,X' ,Y') — > [y ,X ^Y) un morphisme de quadruplets lisses en dehors du 
diviseur Les foncteurs a^,a' : Isoc*(J', T,X /K) —^ Isoc*(CP', T' ,X' /K) sont canoniquement isomorphisme. 

Demonstration. 0) Avec le lemme 13.1.91 (et la remarque I3.1.10I I. on se ramene au cas oil Y (resp. Y') est integre et 
dense dans X (resp. X'). 

1) Verifions a present le theoreme lorsque (|) soit propre et lisse, T' — (|)^' (T), a soit propre, surjectif, generique- 
ment fini et etale. 

Grace a l3.3.1l pour tout diviseur T' contenant T' et tel que X' \ T' soit dense dans Y' , le foncteur d' extension des 
scalaires ijT') est pleinement fidele. Quitte a agrandir T , on se ramene ainsi au cas oil p est fini et etale. Dans ce cas, 
d'apres 15.2.41 le foncteur a+ est done adjoint a droite de a+ Or, il en est de meme de a . D'oil le resultat. 
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2) Cas General. 

Grace au theoreme de desingularisation de de Jong, il existe rj = {f,a,b) : {'J>^^\t^^\X^^\y^°'>) {?,T,X,Y), 

9(0) ^((^(0)^ 0^(0) ^p(o)) . (r(o),r(o),rw,y'W)->(a'W,rw,xw,rW)etii' = (/',fl',z7') : (rw,rw,z'(o),r(o))- 

(?'. T' ,X\Y') trois morphismes de quadruplets lisses en dehors du diviseur tels que 9 o r|' = r| o qC), / et /' soient 
projectifs et lisses, a et a' soient projectifs, generiquement fini et etale, X'^"^ et X^"^ soient lisses, T''^"' = f'^^{T^^^), 
f{0) — f^'^iT), r'"^ nx'"^ soit un diviseur (a croisement normaux) de X^''^ T'^'^' flX'^"^ soit un diviseur (a croisement 
normaux) de X'^"^. II resulte de I'etape 1), que les foncteurs fl+ et a' (resp. a'+ et a'') sont canoniquement isomorphes. 
Or, d'apres la proposition |3.4.2| le foncteur est pleinement fidele. On se ramene done au cas oil X et X' sont 

lisses, ce qui est deja connu (voir ||Car09a| ). □ 

Remarques 5.2.6. Le but principal de cette section a ete d'etablir 15.2.51 Lorsque Ton dispose d'une structure de 
Frobenius, cela se prouve plus facilement car on dispose alors du theoreme de pleine fidelite de Kedlaya de MKed04|| . 
En effet, grace a ce theoreme de pleine fidelite, il suffit de le voir en dehors des diviseurs, ce qui nous ramene a la 
situation de la compactification partiel lisse (i.e., celle de l(Car09al ). 

Cet isomorphisme de l5.2.5l est un ingredient fondamental dans la preuve du lemme IICar06al 6.3.1] ou ici dans sa 
version etendue l5.3.1l 

Voici un corollaire du theoreme l5.2.5l : 

Proposition 5.2.7. Soit {y,T,X,Y) un quadruplet lisse en dehors du diviseur (voir la definition 13.7.61 ). Soit E £ 
\&oc^ {Y,X /K). On dispose de V isomorphisme canonique dans Isoc*(J', T,X /K) : 

oil V designe le dual dans Isoc^ (Y,X /K) et sp;f^rp j ^ a ete defini au theoreme \4.2.2\ 

Demonstration. Avec le lemme l3ll.9l (et la remarque l3. 1.10b . on se ramene au cas oil X est integre et Y est dense dans 
X. Lorsque X est lisse, cette proposition a ete etablie dans ||Car09al . Pour se ramener au cas oil X est lisse, comme 
d' habitude, on utilise le theoreme de pleine fidelite [3!4.2l : d'apres le theoreme de desingularisation de de Jong, il existe 
un diviseur T contenant T et un diagramme de la forme f3A .O.ll satisfaisant aux conditions requises de l3.4l et tel que de 
plus x'"' soit lisse. On reprend les notations correspondantes. Avec le theoreme de bidualite, on deduit du theoreme 
15.2.51 risomorphisme de commutation fl+ oDj o sp;^.^^ t + — ^ Dj-io) oa'^ o spx^y r + l^)- d'apres 14.1.4. II 
°fiPx^y,T,+ iE) spjf(o)^y(o) j-(o) +oa*(£'). D'ou : 

a"^ oBt o spx^rp j^^{E) D^(o) osp-^(o)^y(o) j-(o)^^ofl*(£'). (5.2.7.1) 

De meme, il decoule de I4.1.4.l] (et de la commutation du dual a a*) I'isomorphisme fl+ o sp;;.^^ ^ _!_(£■ ^) — > 
^PxC)^?^) rC) +(('^*(^))^)- O''' comme x'"' est lisse, le foncteur sp^(o)^j,(o) j(o) ^ commute au dual. D'oil : 

fl+ O SP;(.^g, j- _|_(£'^) > Dj.(0) OSp-^(0)^y(0) j-(0) _|_O «*(£). (5.2.7.2) 

Par |5.2.7."T] et |5.2.7~2l on obtient I'isomorphisme canonique a+ o Dj- o sp^^^y j ^ (E) 0+ o sp^^^y j ^ Celui- 
ci, en dehors de T^^^ est induit via par I'isomorphisme canonique Do spj-^^^ ^(7* (£)) ^Py^ix + U* ) ■ D'oii 
le resultat par pleine fidelite de (voir l3.4.2] i. 

□ 

5.3 Proprietes de finitude des isocristaux partiellement surcoherents 

Lemme 5.3.1. Soient f : T' T un morphisme de V-schemas formels separes et lisses, u' : X' ^ P' une im- 
mersion fermee avec X' integre, T' un diviseur de P' ne contenant pas X' et tel que Y' :=X' \ T' soit lisse. Soit 
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1. II existe alors un diagmmme commutatif de la forme 



;f//^L^pA^, ^p^,^^pW (5.3.1.1) 

a' 4 9 



oil X" est lisse sur k, q et q' sont les projections canoniques, u" est une immersion fermee, a'^\T' ClX') est un 
diviseur a croisements normaux strict de X" , a' est propre, surjectif, generiquement fini et etale. De plus, £' est 
alors unfacteur direct de q'_^ o a'- (£'). 

2. Supposons f o u' propre et qu'il existe un diviseur T de P tel que T' — f^^{T). Alors /+(£'), Dj- o/+(£') G 

3. Supposons que f ou' soit propre, qu 'il existe un diviseur T de P tel que T' — f^^{T) et que le morphisme induit 
Y' —> P soit une immersion. Alors /+(£') G (F-)Isoc^' (J*, T,X /K), oil X est V adherence de Y' dans P. 

Demonstration. Grace au theoreme de desingularisation de de Jong, il existe une variete quasi-projective lisse X", un 
morphisme projective generiquement fini et etale a' : X" X' tel que (a')^' (T' r\X') soit un diviseur a croisements 
normaux strict de X" . 11 existe done une immersion de la forme X" ^ P^. Comme a' est propre, I'immersion induite 
X" ^ P^, est fermee. D'oil I'immersion fermee canonique : X" ^ P^,, ce qui donne I'existence du diagramme 
commutatif 15 .3 . 1 . l] satisfaisant aux proprietes requises. 

Etablissons a present[T]) (on pourra comparer avec la preuve de IICar06al 6.3.1]). Posons T" :— q'^^{T'). Comme 
q' est propre, le foncteur q'^ est adjoint a gauche de q'- (dans la categorie des complexes surcoherents) et on beneficie 
de I'isomorphisme de dualite relative q'^ oDj-// — > 3f' oq'_^_. On en deduit les morphismes canoniques : q'_f_ oWT}^,, o 
q"-{£.') £' et £' ^ q'^ oBr' oRr!^„ o q"- oI])T'i£.'). D'apres nos notations, a"{£.') = RF^,, o q"-{£.') et fl'+(£') = 
Bt" oRrl„oq"- o]Dit'{£.'). Or, d'apresglS fl''(£') ^ «'+(£')■ On obtient ainsi la suite £' ^ q'+oa''{8.') £'. Pom- 
verifier que la composee est un isomorphisme, par fidelite du foncteur restriction a un ouvert dense, on se ramene au 
cas oil a' est fini et etale, ce qui est immediat. 

Verifions maintenant|2]l : notons/: = P^, T := P^ f : = q-'^{T), £" := a' ■{£.'). Comme /om' est propre, P^ ou" est 

alors une immersion fermee. De plus, comme T" nX" = f nX", via l5.1.4l2l on verifie /+ (£") G {F-)lsoc'^^ (T, f,X''/K) . 
Comme q est propre, q+ preserve la surcoherence et commute aux foncteurs duaux. Or, par transitivite de F image di- 
recte f+oq'^{t") ^ q+ o/+(£"). H enresulte que/+ o^;(£") et Br o/+ og'^(£") sont dans {F-)D\^,^^^^{Dl{^T)q). 
Comme £' est un facteur direct de q'^{£."), alors /+(£') (resp. Bj- o/^(£')) est un facteur direct de /+ o^'^(£") (resp. 
Br o/+o^V(£")).D'ou /+(£'), Br o/+(£') G (n<.cohKC7')Q)- 

Traitons a present|3] D'apresg] on sait deja que /+(£') G (^'-)£>surcoh(^ip(^^)Q)- Via 0Ber96bl 4.3.12] (et aussi 
l33^ et [3T9] l, il ne reste plus qu'a verifier que /+(£') |il G lsoc'\ii,Y'/K), oti il := T \ T. Cela resulte du cas de la 
compactification lisse deja traite dans 15.1.41 D'oil le resultat. □ 

Proposition 5.3.2. Soient un triplet lisse en dehors du diviseur et £ G {F-)lsoc^\7,T,X /K). Alors £ verifie 

la propriete Py,T (voir la definition hCar06a\ 6.1.1]). 

Demonstration. Via l5. 3.1111 on se ramene au cas oil X est lisse. Dans ce cas, cela decoule de IICar06al 6.1.4]. □ 

Donnons une application de l5.3.2l : 

Proposition 5.3.3. Soient T un V -schema formel separe et lisse, T CT' deux diviseurs de P, X un sous-schema ferme 
de P. On pose H:= TXT, il' -.^ TXT', Y -.^ X\T, Y' := X\T'. On suppose de plus Y lisse et Y' dense dans Y. Soit 
E.' elsoc*{?,T\X/K). 

S'il existe £ G lsoc*{y,T,X/K) tel que £' ^ Ct'){£.), alors £ lm(Br oBr/(£') ^ £')■ 
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Demonstration. D'apres [5.3.21 £ et ©^(S) verifient la propriete P-p,t- H en resulte que £' — > (^r')(£) et D7 o 
D7-/(£') DtoBt'o('T'){E) Bto(^T')oBt{£) sont 2)3pC''r)Q-surcoherents. On en deduit, en posantJ — 
Im(D7-oDr,(£') £'), que J est D3pC'"r)Q-surcoherent. Or, d'apres le cas lisse [3321 e Isoc* {ii,Y / K) . En 
d'autres termes, J'lil est dans I'image essentielle du foncteur spy^^ ^. Ainsi 3^ e Isoc*(J', T,X /K). 

L'inclusion canonique C £' induit I'isomorphisme canonique (^r')(iF) — > £' (en effet, via MBer96bl 4.3.12], 
il suffit de le verifier en dehors de T'). Par pleine fidelite du foncteur (^T') (voir le theoreme |3.3.1| ). il en resulte que 
9^ £. □ 

5.3.4. Soient 7 un V-schema formel separe et lisse, T ClT' deux diviseurs de P, X un sous-schema ferme de P. On 
pose il := T \ r, il' := T \ r', y := X \ r, }" := X \ r', ./■ : y C X et / : y C X les immersions ouvertes canoniques. 
On suppose de plus Y lisse et Y' dense dans Y . 

• D'apres le theoreme de contagiosity de Kedlaya MKedOTI 5.3.7], le foncteur du bas du carre 

Isoc*(y,r,X/g) \^oc*{yj\XlK) x,,,e[ixr.YlK)l^oc*{^,Y/K) (5.3.4.1) 



Isoct(y,X/^:) ^'"'^^ > l^oc\Y\X/K) x^^„^t(K^y/^)Isoct(y,y//:) 

est une equivalence de categories. Comme ce carre est commutatif a isomorphisme canonique pres, comme d'apres le 
theoreme 14. 2. 2l les foncteurs verticaux sont des equivalences de categories, il en est de me me du foncteur ((^r'),|il) 
du haut. 

• Grace a l5.3.3l on construit explicitement le foncteur "Recol quasi-inverse de {{'T'), |il) en posant, pour tout objet 

(£',3-u,p) eisoc*(T,r,x/7i:) xi,„,*(^_r,.j,/^)isoc*(ii,y//:), 

5lecol{E' ,Ju,p) :=Im (Dr o %'(£') ^ £') ■ 

• En fait, pour tout (£', Ju,p) tels que £', oBpi^') soient Vli^T)^ -surcoherents, on verifie directement 
(i.e. sans utiliser le theoreme de contagiosity de Kedlaya) que [RecoZ(£',5'a,p) e lsoc*{7,T,X /K) et (£',5ii,p) 
((^r),|il)o3?ecoZ(£',3^u,p)- En effet, avec ces hypotheses, J' :^ 3?eco/(£',3^n,p) est Dy(' r)Q-surcoherent. Or, 
d'apres le cas Usse[3321 J|il £ Isoc* {il,Y / K) . D'ou J e Isoc* {7,T,X /K). Enfin, I'isomorphisme (Ct'), |il)(J) ^ 
(£', ^u, p) est immediat par construction. 



5.4 Independance 

Lemme 5.4.1. Soit 9 = {f,a,Id) : [V ,T' ,X' ,Y) — > (CP, r,X,y) un morphisme de quadruplets lisses en dehors du 
diviseur tel que Y soit dense dans X' , a soit propre et f^^{T) soit un diviseur de P' (e.g., si f est lisse). 

1. Soient t e {F-)lsoc''''{'P,T,X/K), £' e {F-)lsoc'^\7" ,1' ,X' /K)). Pour tout I e Z\{0}, 

Jf'(Rry!(£))==0, ?{'(/+(£')) = 0. 

2. Les foncteurs MF^,/' et /+ induisent des equivalences quasi-inverses entre les categories (F-)Isoc^^(J', T,X /K) 
et {F-)\soc'^^{y'j',X' /K). 

Demonstration. Soient £ e {F-)lsoc^\'S>J,X/K), £' e {F-)lsoc'^\y' J' ,X' /K). Notons U := a'\ T et il' 

I) Verifions d'abord le lemme lorsque f eta sont I'identite, i.e. CP' = CP et X' = X. Par symetrie, il suffit d'etablir 
r inclusion (F- )Isoc^^ (J',T,X/K)c (F-)Isoc^''' {V,!' ,X /K). On procede de maniere analogue a IICar06al 6.3 .4] : choi- 
sissons un diagramme verifiant les conditions de I5.3.1.n (avec / = Id) pour le diviseur T'. Remarquons que comme 
T'nX = T nX, alors a-^{T DX) est aussi un diviseur de X". Posons T[' :^q'-\T), T^' :== q'{T'), £" RF^,, o^'' (£). 
D'apres ISXHI] £" £ (F-)Isoc^^(P^, r/',X"//:) et £ est un facteur direct de q+{£"). Or, d'apres le cas de la com- 
pactification partielle lisse (voir l5T4] l. comme X" \ T[' = X" \ T^', on obtient I'egaUte {F-)Isoc''\F'^,T(' ,X" /K) = 
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{F-)lsoc'^ {FjjjT" ,X" /K). En particulier, £" est DL, (^r2")Q-surcoherent. Par preservation de la surcoherence par 

image directe par un morphisme propre, il en resulte que q'^{£.") est 2)^ (^r')Q-surcoherent. Comme £ est un facteur 
direct de q'_^{E."), celui-ci est aussi (^7"')Q-surcoherent. On en conclut la preuve grace au corollaire |3.5.9l 

11) Traitons a present le cas general. Comme a est propre, I'immersion ouverte Y ^ X' \ f^^ {T) est aussi fermee. 
Comme Y est dense dans X', on en deduitX' \/"' (r) = Y. Ainsi, ,r\T) est un diviseur de P' tel queX' \ r\T) = Y. 
d'apres I'etape 1), on se ramene a supposer T' ~ f^^{T). 

11.1) Grace a |5.3.1|3l (resp. grace a |3.1.7t . on obtient 1' assertion [T| pour I'image directe (resp. Fautre foncteur) et 
/+(£') e {F-)lsoc»{y,T,X/K) (resp. Kr^,/'(£) e {F-)lsoc'^^?\T' ,X' /K)). 

11.2) Verifions a present que Ton dispose de I'isomorphisme canonique : Mr^., o/' o/^(£') £'. D'apres le 
lemme lF.3.1lll il existe un diagramme de la forme lSJ.l.ll et satisfaisant aux conditions requises de ce lemme. Avec 
ces notations, comme le foncteur (a'-, est pleinement fidele (voir l3.4.2] i. il suffit de construire deux isomorphismes 
compatibles a'' oRFy of' o f^{E,') — > a''(£') et |il'oRr|., of- o f^[£,') — > £'|il'. Le deuxieme isomorphisme 
resulte aussitot du cas de la compactification partielle lisse (voir l5.1.4] i. Etablissons a present le premier On rappelle 
que a'- ^ RF^,, oq'-. Notons / := : P^, ^ P^. D'apres|53J]2l /+(£') est coherent. D'apres la proposition [CarO^ 
3.1.8] (il y est implicite que les foncteurs images inverses extraordinaires sont ceux definis en IIBer02l 4.3.2.2]), on 
dispose de I'isomorphisme /+ oq' [£,') — > q- o/_^(£'). On en deduit les isomorphismes : 

fl''oRr^,o/'o/+(£') ^ Rr^„o/'o^'o/+(£') ^ Rr^„o7'o/+o^''(£') ^ Rr^„o/'o/+ofl''(£') a"{£'), 

le dernier isomorphisme, comme X" est lisse, resultant du cas de la compactification partielle lisse 15.1.41 

11.3) De meme, on etablit I'isomorphisme canonique et /+ o RF^, o /' (£) — > £. D'oii le resultat. □ 

Remarques 5.4.2. D'apres [5.4. l| et avec ses notations, le morphisme canonique Rr|,,/'(£) Ct') oMr^//'(£) est 
un isomorphisme. Ainsi, il est inutile d'indiquer le foncteur (^T'). 

Lemme 5.4.3. Soit {'J',T,X,Y) un quadruplet lisse en dehors du diviseur (voir la definition \3.1.6\l . Notons /?! : CP x 
T — > CP ef /?2 ■ CP X CP — !■ CP /es projections respectives a gauche et a droite. 

Pour tout £ e (F-)lsoc^^(CP, T,X /K), on dispose d'une equivalence canonique de categories : 

Wkp\{^) ^W^xPii^)- (5.4.3.1) 

Demonstration. Dans un premier temps, supposons X lisse. Notons il := CP \ T et // := {P x P)\{U x U). Comme X 
est lisse, d'apres MCar09al . les foncteurs de la forme spx^9 t + commutent aux images inverses et extension. Avec la 
remarque l5.4.2l on obtient les isomorphismes canoniques 

W!xPl°^Px^9.T.+ ^Px^9x9.H.+ M:}xP2°^Px^y,T.+ - 

Comme le foncteur spx^-PT+ ^^t essentiellement surjectif sur {F-)lsoc'^ {7,T,X /K), on obtient I'isomorphisme 
canonique l5.4.3. ll lorsque X est lisse. 

Passons a present au cas general. De maniere analogue a I'etape 11.2) de la preuve du lemme |5".4. II on se ramene 
au cas oil X est lisse grace au theoreme de desingularisation de de Jong et au theoreme de pleine fidelite [J.4.2l □ 

Definition 5.4.4. Un « couple {Y,X) de A;-varietes li-plongeable » est la donnee d'une A;-variete X, d'un ouvert F de X 
tels qu'il existe un V-schema formel CP separe et lisse, un diviseur T de P et une immersion fermee X ^ 7 verifiant 
Y = X\T. Un morphisme de couples {Y',X') {Y,X) de A;-varietes li-plongeables est un morphisme de varietes 
a : X'^Xtelquea(y') cY. 

Proposition 5.4.5 (et Definition). SoientX une k-variete et Y un ouvert lisse de X tels que {Y^X) soit d-plongeable 
(voir \5.4~4[ . Choisissons CP un V-schema formel separe et lisse, T un diviseur de P tels qu'il existe une immersion 
fermee X ^ V induisant I 'egalite Y = X\T. 

- La categorie {F-)lsoc^' CPjT^X /K) ne depend, a equivalence canonique de categories pres, ni du choix de 

I'immersion fermee X ^ T et ni de celui du diviseur T tel que Y = X\T (mais seulement du couple {Y,X) de 

k-varietes d-plongeable). 
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— On note alors (F-)Isoc^^(F,X/A') sans ambiguite a la place de (F-)lsoc^^('J',T,X/K). Ses objets sont les 
« {F-)isocnstaux partiellement surcoherents sur {Y^X) » ou simplement « [F -)isocnstaux surcoherents sur 

Demonstration. D'apres lemme [Tl.9l on peut supposer que Y est dense dans X. Soit un deuxieme choix {X ^ J", T'). 
Posons T" T X 7'. Soient q : 7" ^ 7, q' : ?" 7' les projections canoniques et T" := q^'^iT). D'apres ISATI 
les foncteurs q+ et MF^^' (resp. q'^ et MF^^'') induisent alors des equivalences quasi-inverses entre les categories 
{F-)lsoc'''^{yj,X/K) et {F-)lsoc'^'^{y"J",X/K) (resp. {F-)lsoc'^\7\T' ,X /K) et {F-)lsoc'^\7" J" ,X /K)). D'od 
le resultat. □ 

5.4.6. Soit {Y,X) un couple de A;-varietes t/-plongeable. D'apres lemme [3^1.91 si Y designe I'adherence de Y dans X 
alors {F-)lsoc'^''(Yj/K) = {F-)lsoc'''' {Y,X /K). 

Si 7 est un V-schema formel separe et lisse, T est un diviseur de P tels qu'il existe une immersion fermee X ^ 7 
induisant I'egalite Y —X\T, I'equivalence de categories de 15. 1.21 

sPx^vj,+ ■ {F-)lsoc'{Y,X/K) ^ {F-)Isoc''\y,X/K), (5.4.6.1) 

ne depend canoniquementpas des choix faits et sera simplement notee sp(^YX) +■ 

Proposition 5.4.7 (et Definition). Soit Y une k-variete lisse. On suppose qu'il existe une k-variete propre X telle que 
(y,X) soit d-plongeable (voir \5.4A]l . Choisissons 7 un V-schema formel separe et lisse, T un diviseur de P tels qu'il 
existe une immersion fermee X "-^7 induisant I'egalite Y —X\T. 

— La categoric (F-)Isoc^^(CP,r,X/A') ne depend, a equivalence canonique de categories pres, ni du choix de 
la compactification propre X, ni du choix de I 'immersion fermee X ^ 7 et ni de celui du diviseur T tel que 
Y =X\T. 

— On note alors {F -)\s,oc^'' {Y / K) a la place de (F-)Isoc^' {7,T,X /K). Ses objets sont les « {F -)isocristaux sur- 
coherents sur Y ». 

Demonstration. Soit un deuxieme choix {X' ^ 7' ,T'). II suffit de considerer I'adherence X" de Y dans X x X', 
I'immersion fermee induite X" ^7 x 7'. En effet, comme les projection X" — > X et X" — > X' sont propres, on conclut 
la preuve grace a l5.4.1l □ 

Notations 5.4.8. Soit = {f,a,b) : (7' ,T' ,X' ,Y') — *■ {7,T,X,Y) un morphisme de quadruplets lisses en dehors du 
diviseur De maniere analogue a IICar06al 6.4.3], on deduit de l5.4.5l que les factorisations 

e- := CT')oRr}^,of-[-dx'/x] ■.{F-)lsoc**{7,T,X /K) ^ {F-)lsoc**{7' ,T' ,X' /K), 
0+ := Bp oM.r}^, 0(^7') of ■[-dx'/x]o^T ■.iF-)lsoc*{7,T,X/K) {F-)lsoc*{7' ,T' ,X' /K)), 

de |3.1.7| ne dependent que du morphisme de couples {X' ,Y') {Y,X) de A:-varietes cZ-plongeablesinduitpar a. D'apres 
15.2.51 ceux-ci sont isomorphes. On le notera alors sans ambiguite a*. 



6 Applications 

6.1 Descriptions explicites des equivalence de categories entre isocristaux surconvergents et 
surcoherents 

Notations 6.1.1. Soient P^ un V-schema formel faible lisse (voir la definition dans fMer72l) de fibre speciale P, T 
un diviseur de P, W I'ouvert de complementaire de T, j : W '-^ P^ I'immersion ouverte et v : ^ f/^ une 
immersion fermee de V-schemas formels faibles. On suppose en outre Y^ affine et lisse. On note U , Y les fibres 
speciales respectives de U\ Y^ et X I'adherence schematique de Y dans P. 
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6.1.2 (Rappels). Avec les notations de l6.1.1I Comme est affine et lisse, d'apres IICar06al 5.1.1], on dispose d'un 
foncteur canonique pleinement fidele note sp^ de la categorie Isoc^ {Y /K) des isocristaux surconvergents sur Y dans 
celle des Dyt Q-modules globalement de presentation, Oj^t Q-coherents. 

D'apres IICar06al 5.1.3], on definit alors un X'3p(^r)Q-module globalement de presentation finie a support dans X 
a partir d'un isocristal surconvergent £ sur Y en posant : 

sPyt-^£/t,7-,+ (£) — 'Dy(^7')Q®ADyt.Q^^+(sP*(^))- (6.1.2.1) 
Nous aurons besoin du lemme \6. 1 . 3l ci-dessous lors de la preuve du theoreme l6.1.10l 

Lemme 6.1.3. Avec les notations de \6.1.1\ soit £ un Dy t q-module globalement de presentation, Oyt Q-coherent qui 
soit associe via le foncteur sp^ a un element de Isoc' {Y /K) (voir hCar06a\ 5.1.1]). Posons E :— r(y^,£), D^t q : = 

On beneficie de I 'isomorphisme canonique 

sPFt^£/t,r.+ (£) ^ D3p(^r)Q®o^,^^ v+(£). (6.1.3.1) 

Demonstration. On dispose, pour tout Dyi-module M, d'un morphisme jt^j/t q ®d^j^ ^ j*{'^u'^ q ®Oyt ^ ^) 
fonctoriel en M. Lorsque M = D^jt ^, celui-ci est un isomorphisme. En appliquant ces deux foncteurs a une presen- 
tation finie de v+{E), on obtient un morphisme entre deux presentations finies. Par le lemme des cinq, il en resulte 
I'isomorphisme q ®D^-r ^ v+{E) j^:{'Dui q ®d^^ ^ Or, par (passage de droite a gauche de) |.Car06al 

2.4.1], v+(£) Dyt ®D^ji Done, jn.'Dyt q ^D^f ^ ^+{E) D'oil le resultat par extension via 

Remarques 6. 1 .4. Rappelons que I'idee de travailler sur des schemas faiblement formels resultait de deux remarques : 
d'une part une theorie de ©-modules sur des schemas faiblement formels a ete formulee par Mebkhout et Narvaez- 
Macarro dans IMNM901 et d' autre part Noot-Huyghe a etabli dans IINH03I des theoremes de comparaison entre les 
deux approches (celle de Berthelot et celle de Mebkhout et Narvaez-Macarro). Neanmoins, le defaut de la construction 
|6.1.2.1| est (jusqu' a preuve du contraire) de ne pas avoir de generalisation pour lsoc^(y,X/^r) a la place de lsoc^(F/^r) 
lorsque la compactification partielle X de F n'est pas propre. 

Theoreme 6.1.5. On garde les notations de \6.1.1\ Pour tout E G Isoc' (Y / K), on a spj^t^j/t t + 

Demonstration. Soit E S Isoc^ {Y /K). Modulo quelques differences decrites ci-apres, il s' agit de reprendre la premiere 
partie de la preuve de P Car07l 1.3.5] de la fagon suivante : les autres points utilises de la preuve (e.g. IICar06al 5.2.3, 
5.2.6, 7.2.4]) ne necessitant ni de structure de Frobenius ni d'hypothese de proprete de P, il reste a effectuer les deux 
changements suivants. On remplace la reference de IICar06al 6.3.1] par l5.3.1l Enfin, avec les notations de la preuve de 
llCarO? 1.3.5], il reste a verifier sans utiliser le theoreme de pleine fidelite de Kedlaya que E' provient d'un isocristal 
surconvergent sur V'. Pour cela, grace au theoreme de contagiosity de Kedlaya (voir |Ke d07., 5.3.7] ou l5.3.4b . il suffit 
de le verifier en dehors de T', ce qui nous ramene au cas immediat de la compactification lisse. 

Terminons par une remarque : en fait, grace a |3.5.9l on peut simplifier la preuve de ||Car07l 1.3.5] en supprimant 
dans |Car07, 1.3.5.1] la condition concernant le dual, i.e. concernant D7-Mr2£. □ 

On deduit du theoreme l6.1.5l le corollaire suivant : 

CoroUaire 6.1.6. Soit E £ lsoc^(y/A'). L'objet spyt^^t t + iE) canoniquement independant du choix de V immer- 
sion fermee Y^ > relevant Y ^ U. 

Demonstration. Soient vi,V2 ■ ^ t/^ deux relevements ds Y ^ U. Notons w = (v'i,V2) : 7^ ^ t/^ x U\ H :~ 
{PxP)\{U xU)le diviseur de P x P, Z 1' adherence de Y dans PxP,pi : ? x ? ^ T et p2 : J' x T ^ T les projections 
respectives a gauche et a droite. D'apres les propositions IICar06al 5.2.3, 5.2.6] (pour utiliser la deuxieme proposition. 
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on a aussi besoin de la propriete de finitude de l6.1.5b . les foncteurs de la forme sp^ commute aux images inverses, i.e., 
on dispose des isomorphismes canoniques 

le dernier isomorphisme resultant de la remarque l5.4.2l De meme : ^Py^^u^xU'^ h + — * ^^Ezf 2 ° spyt^yt t + ■ 
deduit alors, via l5.4.3l et l5.4.1l I'isomorphisme canonique 

1vi,V2 ■ SPyt^t/t j- + {E)^ spyt^u^- T+iE)- (6.1.6.1) 

□ 

Remarques 6.1.1 . Solent vi,V2,V3 : ^ [/^ trois relevements de F ^ [/. On verifie, par construction que I'isomor- 
phisme canonique de l6. 1.6.11 la condition de cocycle T,,i ,V2 ° '^V2.i'3 = '^vi .I's (pour cela, on fait intervenir xU^ x W). 
De plus, par construction ,1 = Id. 

6.1.8. Solent un V-schema formel faible separe et lisse de fibre speciale f , T un diviseur de P, W I'ouvert de 
complementaire de T, U la fibre speciale de t/^, j : ^ P^ I'immersion ouverte, v :Y ^ U une immersion fermee 
de A:-schemas lisses. On note X F adherence schematique de Y dans P. 
On construit alors par recoUement le foncteur 

spY^uf.T.+ '■ Isoc^Y/K) ^lsoc'^\y,T,X/K) (6.1.8.1) 

de la maniere suivante : choisissons {Pa)a un recouvrement d'ouverts affines de P^ tel que T DPa soit defini par 
une equation. En particulier, := Pa H est affine. On note Ya '■— Pa H Y, Ta '■= Pa H T, Xa '■= Paf^X. D'apres un 
theoreme d'Elkik (voir |Elk731), 11 existe un V-schema formel faible affine et lisse Ya relevant Ya. On choisit Va '■ Ya^ 
Ua une immersion fermee relevant Ya ^ Ua Soit E e Isoc^(F//r). II lui correspond une famille {Ea)a d'isocristaux 
surconvergents sur Fa munie d'une donnee de recollement (e.g., en remarquant que la structure de Frobenius est 
inutile, voir la section IICar07l 1.4.4]). On note £a '■= sp„t 1 t [Ea]- Grace a 16. 1.61 et a sa remarque 16.1.71 on 

verifie (de maniere analogue a OCar09al 2.5]) que la donnee de recollement de Ea induit une donnee de recollement 
sur la famille (£a)a de Dy^(^rot)Q-modules coherents a support dans Xa. Cette famille (£a)a se recoUe done en un 

(^r)Q-module coherent a support dans X, que Ton note £. D'apres le theoremelSTS] £« £ l^.oc'^TaJaM/K). 
II en resulte que £ e Isoc'^(T,r,X//r) (en effet, le fait que £ soit un (^r)Q-module surcoherent a support dans X 
est local en T, de meme que celui que £|il soit dans I'image essentielle de spy^j^ ^). 

Proposition 6.1.9. Considemns le diagramme commutatif : 

F'^— ^ f/t'^-^ pt' (6.1.9.1) 

b g f 

F^^ f/t^^P+, 

oil f et g sont des morphismes lisses de V-schemas formels faibles separes et lisses, b est un morphisme de k-varietes 
lisses, j et f sont des immersions ouvertes, v et v' sont des immersions fermees. On suppose qu'il existe un diviseur T 
de P ( resp. T' de P'} tel que ^ P^ \ T ( resp. U'^ — P'' \ T'}. Notons X' V adherence de Y' dans P'. On dispose alors, 
pour tout E G Isoc^(F/A'), de I'isomorphisme canonique 

sPY'^u'-KT'.+ °b*iE) ^ CT')oRr}^,o/-ospy^ij.j4E)[~dx'/x]- (6.1.9.2) 

Demonstration. Cela resulte par recollement de IICar06al 5.2.3 et 5.2.6] (en effet, la proposition MCar06al 5.2.6] peut 
etre utilisee grace a la propriete de finitude l6.1.5b . □ 
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Le theoreme suivant repond positivement a la conjecture OCar06al 5. 3. 3. (a)] : 

Theoreme 6.1.10. Avec les notations de \6.1.8\ on supposeX lisse. Lefoncteur spx^j> j ^ '■ lsoc^{Y,X/K) ~^lsoc'^{Y,X/K) 
est une equivalence de categories s 'inscrivant dans le diagmmme canonique 

ls,oc^{Y/K) ^Isoc\Y,X/K) (6.1.10.1) 




\?,OC^^Y,X/K) 

commutatif a isomorphisme canonique pres. 

Demonstration. Dans un premier temps, supposons affine et T defini par une equation locale. De plus, supposons 
qu'il existe une immersion fermee m : X' ^ de V-schemas formels faibles lisses relevant X ^ P, une immersion 
fermee v : Y^ "-^ W relevant Y '-^U\ une immersion ouverte A- : Y' ^ tels que j ov — uoX. 

Soit £ un Dyt Q-module globalement de presentation, O^t Q-coherent qui soit associe via le foncteur sp^ a un 

element de lsoc^{Y/K). Or, on beneficie d'apres I1NH031 2.7.3.(ii)] des injections j.^l, ^ 'DICt)q et ^Oyt^Q ^ 

j*{£.) est un D^(^r)Q-module coherent dont la restriction sur ^ est un isocristal convergent sur Y (voir le corol- 
laire IICar06al 5.1.3]), 'D^^(''T)q (^j^d^^ ^ y*(£) est done un isocristal sur Y surconvergent le long de T (voir le theo- 
reme de Berthelot enonce dans IICar06bl 2.2.12]). En particulier, ce dernier est 03e(^7^)Q-coherent. Comme la Heche 
03e(^r)Q(g)y„o^.^ ^7*(£) '^xCT)q(g)j^'n^^ ^j.t{8.) est un morphisme de 03c(^7')Q-modulescoherents qui est un iso- 
morphisme en dehors de T, celui-ci est un isomorphisme. On obtient ainsi un foncteur Isoc'l"(}'//:) lsoc^Y,X/K) ^ 
lsoc'^\X,T,X/K) defini par £-> D^C^r)Q ^ ;,(£). 

D'apres |6.1.3| est avec ses notations, on dispose de 1' isomorphisme canonique spyt^j/^,r,+ 
v+{E). Comme j o v ~ u oX, le morphisme canonique Dy^ q T>I^CT)q induit v*/)yt q u*D^^CT)q. D'ou : 
Djyt^yt Q 'D'rp^^(^T)q. II en resulte la fleche 

v+(£) ^M+('Di(^7^)Q®i,i)j,t_Qy*(£)) = spx^a>.r+(2^L('r)Q«)Ai)j,t,j ;'*(£))■ 
On en deduit par extension le morphisme canonique 

SPY-i^U\T.+ iE) ^ ^Px^V.T,+ i'^xCT)(i(E)j,-D^, (6.1.10.2) 

Cette fleche l67l. 10.21 est un morphisme de T>Jp('' T)q-modules coherents dont la restriction en dehors de T est un 
isomorphisme (cela resulte de MCar06al 5.1.3 et 5.2.4]). D'apres 0Ber96bl 4.3.12], cela implique que le morphisme 
I6.1.10.2l est en fait un isomorphisme. D'oil le resultat dans le premier cas. 

Passons a present au cas general. Soit {Pa)a un recouvrement d'ouverts affines de tel que T DPa soit defini 
par une equation. On note Ua '= Pa n t/^ , Ya := Pa H Y, Ta := PaCiT , Xa := Pa HX. D'apres un theoreme d'Elkik 
(voir llElk73 1), comme Xa est affine et lisse, il existe un V-schema formel faible affine et lisse X^ relevant Xa- On note 
ja : Pa C P^ I'immersion ouverte canonique. Choisissons Ua '. Xa ^ Pa une immersion fermee relevant Xa ^ Pa- 
En choisissant un isomorphisme Fa — > H Ua, on obtient une immersion ouverte A-a : ia ^ et une immersion 
fermee de la forme Va ■ Y^ ^ telles que UaoXa = Ja ° Va- On se ramene ainsi par recoUement au premier cas 
traite. □ 

Theoreme 6.1.11. Avec les notations de \6.1.8\ on suppose P propre. Le foncteur spy^^t j + induit alors V equivalence 
de categories : 

sPF^£/t.r+ : Isoc'(F//:) =Isoc"(F//:). (6.1.11.1) 
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Pour tout E G l^oc' [Y /K), on dispose de I'isomorphisme canonique : 

sPr^£/t,7'.+ (^*(^)) ^ ^*sPF-^£/^r,+ (^)• 



(6.1.11.2) 



Plus generalement, V equivalence de categories 16.1.1177] s'etend par recollement au cas d'une variete lisse sur k 
quelconque Y. On la note alors spy^ ■ Isoc' {Y/K) = lsoc^^{Y /K). 



Demonstration. I) Verifions d'abord F equivalence l6. 1.11.11 Cominen9ons par quelques notations. Grace au theoreme 
de desingularisation de de Jong (voir MdJ96l ). il existe un diviseur T de P tel que, en posant Y ~ X \T , on obtienne le 
diagramme commutatif 



y(0)C 



i(0) 



y(0)C_L^^(0)C 



„(0) 



(6.1.11.3) 



oil les deux carres de gauche sont cartesiens, / est un morphisme propre et lisse de V-schemas formels faibles separes 
et lisses, a est un morphisme propre, surjectif de A:-varietes avec X^^^ lisse, b est un morphisme de A:-varietes lisses, c 
est un morphisme fini et etale, j et / sont des immersions ouvertes, u et m*^"^ sont des immersions fermees. On note 
J:Y-^XetJ: ^ X'") les immersions ouvertes. On note U'' :=P''\T, (r)_, U^^^'> := P^^°^ \ T*") 

et g : t/^C) — > t/^ le morphisme induit par /. De meme en rajoutant des tildes (e.g. on pose := P^ \ T etc.). On 
reprend de plus les notations analogues a celles de 13 .41 concernant a i . 02 etc. 

1) Verifions que le foncteur spy^j^t j est pleinement fidele. Pour cela, considerons le diagramme ci-dessous : 



Isoc* (T, T,X/K) ^ Isoc* , /K) x„„,*(y(o) ,,(0)/^,) Isoc* (il, Y/K) 



(6.1.11.4) 



Isoc\Y/K) 



Isoct(F(0)//:) Xj^„^t(y,o),y(o)/^) IsocHy,Y/K). 



II resulte de |6.1.9| et de |Car06al 5.2.4] que ce diagramme est commutatif a isomorphisme canonique pres. Or, d'apres 
le theoreme |2.1.1| (resp. |3.4.2| et |5.2.5t , le foncteur du bas (resp. du haut) est pleinement fidele. D'apres MCar09a |, les 
foncteurs spy^j^ ^ et sp^(o)^y(o) j,(o) ^ sont pleinement fideles. De plus, comme X'**' est propre et lisse, d'apres l6.1.10l 

sPF(o)^f/t(o) j-(o) _|_ — > spjj,{o)^y(o) j-(o) _|_. Le foncteur de droite de l6.1. lit est done pleinement fidele. D'oil le resultat. 

2) Construisons a present le foncteur spyM^ijn.) f{.) + : Isoc'''(y(*),x(*V-'^) ^ Isoc* {?^'\f^'\x^''> /K). Soit 

(£ , e) G Isoc^ (y'''\x^'^ /K). On definit 1' isomorphisme 9 en demandant au diagramme suivant d' etre commutatif : 



«2SPy(0)^yt(0) f(0) _|_ 



(£(0)). 



''ispym^c/tm f(o) + 



(£(0)) 



(6.1.11.5) 



les isomorphismes verticaux resultant de |6.1.9l L' isomorphisme 9 verifie la condition de cocycle (par ||Ber96bl 4.3. 12], 
il suffit de le voir en dehors des diviseurs, ce qui est immediat). On construit ainsi le foncteur spj;(.)^jjT(.) f(.) _|_ en 
posant spp,.) ^^fi.) f (.) (£ , e) : = (sppm t m j(o) ^''^ ) , 9) . 

3) Ce foncteur spp(.)^jjt(.) f(.) j_ est une equivalence de categories. Preuve : comme X^"^ est lisse, le fonc- 
teur spY{o)^fjf(o) f(o) ^ induit une equivalence de categories (cela resulte du theoreme 16.1.10b . Or, d'apres I'etape 
1) (etablit pour une situation generale), le foncteur &Pf{i}^fjm} f(i) ^ est pleinement fidele. En considerant le dia- 
gramme |6?TTTT3] cela implique que la donnee de recollement e sur E'^^^ equivaut a une donnee de recollement 9 sur 
sPF(o)^{7t(o) f (0) ^(E^^^), ce qui termine la preuve de 3). 
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4) Le foncteur spp^j^t f j_ est une equivalence de categories. A cette fin, considerons le diagramme 



Isoc" (y /K) = Isoc* {yj,X/K) Isoc* (^t*) ,t('\X^''> /K) (6.1.11.6) 



'P?W^(}t(.),f(.),+ 



Isoc^Y/K) — 

Via |6.1.9| et l5.2.5l on verifie que ce diagramme est commutatif a isomorphisme canonique pres. Or, on vient d'etablir 
que le foncteur de droite est une equivalence de categories. Avec le theoreme de descente de Shiho de MShi07l 7.3] 
(resp. via l3.2.7l et l5.2.5b . il en est de meme du foncteur du bas (resp. du haut), ce qui conclut la preuve de 4). 

5) On dispose de F equivalence de categories spy^j^t f + ' Isoc^(y Z)Y /K) — > Isoc* (CP, T D T,X/K), oiiIsoc^(}' D 
Y /K) designe plus simplement Isoc^(y D Y,X /K). En effet, il s'agit de proceder de maniere analogue a la preuve de 
l4TT] en utilisant I'etape 4), |6T9l et l6TT0l 

6) Fin de la preuve de I'etape I). Considerons a present le diagramme ci-dessous : 

isoc*(T,r,x//:)'^^'isoc*(y(''),r(o),x«')//:) x^^^^,^y(o)jio)^xm/K^isoc*{'J',f dt,x/k) (6.1.11.7) 



('Pr(O) ^ct(O) j(0) 'SPy^yi f ) 



Isoc^Y/K) ^Isoct(FW/^:) Xi^„^t(P(o)/^)Isoct(y DF//:). 

II resulte de 16. 1.91 que ce diagramme est commutatif a isomorphisme canonique pres. Or, d'apres le theoreme 12.3.21 
(resp. [33^ et 15.2.31 ), le foncteur du bas (resp. du haut) est une equivalence de categories. D'apres I'etape 5) (resp. 
grace au theoreme 16.1.10b le foncteur spp^^i f ^ (resp. spj,(o)^yi(o) j{o} _,_) est une equivalence de categories. Cela 
implique qu'il en est de meme du foncteur de droite de l6.1.11^ Comme cela est le cas pour les trois autres foncteurs 
de l6.1.1lT7l le foncteur spy^^t 7+ est done une equivalence de categories. 

II) Traitons a present risomorphisme |6Tl.l 1.21 Posons £ spj^^f^t j.^{E). Notons pi,p2 '■ T x T — ^ CP respecti- 

vement les projections a gauche et a droite, Jf ■= : P ^ P x P. Ainsi, F*{£,) — pi+ oMrp/52(£), oil Ton voit 

P comme sous-schema ferme de P x P via jp. Les propositions 16. 1 .9| et l5.4. ll nous permettent de conclure. 

III) La derniere assertion resulte de ce que Ton vient d'etablir a I'etape I) et de la procedure de recollement de la 
section ||Car07l 1.4] et via IICar07l 2.2.3^] dont les demonstrations restent valables sans structure de Frobenius. □ 

6.2 Devissage en isocristaux surconvergents 

Soit CP un V-schema formel separe et lisse. Si S est un sous-schema de P, on notera S F adherence schematique de 
S dans P. 

Lemme 6.2.1. Soient T un diviseur de P, Y un sous-schema feme de P\T, Yi une composante irreductible deYetE, 
un {F -)'Dlp{^ T)i^-module surcoherent d support dans Y. 

II existe un diviseur T' D T de P tel que, en notant Y' := Y \ T', Y' soit integre, lisse, inclus et dense dans Yi et 
£(^r) G (F-)Isoc"(CP,r',F//:) = {F-)lsoc'^HY',r/K). 

Demonstration. II s'agit de reprendre la preuve de 0CarO71 3.1.1] en rempla9ant dans cette preuve respectivement la 
reference IICar07l 2.3.2] par |3.5.9| et la reference IICar06bl 2.2.17] par 1 1.3.71 (qui donne une version sans structure de 
Frobenius du theoreme IICar06bl 2.2.171). □ 

Grace a 14. 2. 21 on etend la notion de devissage en F-isocristaux surconvergents au cas sans structure de Frobenius 
et au cas partiellement surconvergent de la maniere suivante : 

Definition 6.2.2. Soient T un diviseur de P, Y un sous-schema ferme de P\r, £ e (/^-)£>eoh(2^y(^7^)Q) a support 
dans Y. Le complexe £ « se devisse en isocristaux surconvergents » s'il existe des diviseurs Ti,. . . ,Tr contenant T avec 
Tr = T tels que, en notant Tq:=Y et, pour i = 0,. . . ,r — I, Xj = TqCi ■ ■ ■ DTi, 
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1. le schema Yj :=Xi\ IJ+i est lisse ; 

2. 5<j{mrl^('Ti+i){£)) e {F-)lsoc''^y,Ti+i,Xi/K) = (F-)Isoc''"''(}^-,X,//i:), pour tout entier 

On note {F-)D^^^{1)1,CT)q) la sous-categorie pleine de {F-)D^^^^{T)tpCT)Q) des complexes devissables en isocris- 
taux surconvergents. 

Le theoreme suivant ameliore IICar06al ICar07 j car nous nous sommes affranchi de F utilisation d'une structure de 
Frobenius : 

Theoreme 6.2.3. Soil T un diviseur de P. On dispose de Vinclusion (■F-)^surcoh(-^y (^-^)q) ^ (■f'")^dev('^S'(^^)Q)- 
Demonstration. On procede par recurrence sur Y en utilisant le lemme precedent l6.2.1l □ 
Lorsque Ton dispose d'une structure de Frobenius, de maniere identique a IICT08I 2.3.18], on verifie : 

Theoreme 6.2.4. Soient T un diviseur de P, £, E F -D^^^^{'Dlp{^ T)q). Les assertions suivantes sont equivalentes : 

1. Le F -complexe £ est Tfiy(^ T)Q-surcoherent ; 

2. Le F-complexe £ est T>Tp Q-surcoherent ; 

3. Le F-complexe £ est surholonome ; 

4. Le F-complexe £ est devissable en F-isocristaux surconvergents. 

Remarques 6.2.5. Le theoreme 16.2.41 est faux sans structure de Frobenius. En effet, en reprenant le contre-exemple 
de Berthelot donne a la fin de [Ber96b|, il existe des I)y(^r)Q-modules Og)(^r)Q-coherents qui ne sont pas q- 

coherents. Or, d'apres IICar06al 6.1.4], les (^r)Q-modules coherents 03>(^r)Q-coherents sont 2)y(' r)Q-surcoherents. 
On en deduit qu'un (^r)Q-module surcoherent n'est pas forcement CD^ ^-coherent ni a fortiori 2)y Q-surcoherent. 
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